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Capitolo 1 

 

Introduzione 
 

La localizzazione di veicoli autonomi in ambiente sottomarino è un problema di 

complessità notevole, in quanto risente di forti non linearità. Sott'acqua infatti non è 

possibile rilevare la distanza di un emettitore acustico tenendo in considerazione 

soltanto il tempo di volo del segnale. 

E' necessario considerare la legge di propagazione dei raggi acustici, applicata per lo 

specifico profilo di velocità nella zona desiderata nonché altre leggi di carattere 

fisico. 

I sistemi di localizzazione ad oggi conosciuti presentano grossi limiti nei tempi di 

calcolo, rendendo difficile un impiego su AUV (Autonomous Underwater Vehicle). 

Tuttavia vi è un forte interesse per l' argomento in questione, tanto da portare in vita 

diversi metodi per consentire la navigazione subacquea autonoma. I sistemi più tipici 

sono i cosiddetti base line, declinati in diverse forme. La tipologia detta longbaseline 

si basa su trasponder ancorati al fondale marino, l'installazione dei quali richiede 

lunghi tempi di messa in opera e calibrazione. La navigazione può procedere 

seguendo le luci acustiche fornite dai trasponder. I sistemi short ed ulta short base 

line, si basano su un concetto simile al precedente, ma sono caratterizzati da array di 

fari acustici molto più ravvicinati, consentendo nel globale una struttura tanto 

compatta da essere installata sulla chiglia di una imbarcazione di appoggio. Con 

questo approccio è possibile anche calcolare importanti dati dall'imbarcazione e 

inviarli all'AUV. Per quanto efficace il sistema non può però essere considerato una 

soluzione per consentire la navigazione completamente autonoma. Per altra via si e 

cercato di sfruttare le esperienze acquisite e consolidate della navigazione in aria: 

sono stati proposti metodi basati su un utilizzo misto di GPS e sistemi di bordo 

inerziali. Al fine di ottenere buoni risultati con questi metodi si è obbligati a montare 

attrezzature molto costose sull'AUV, senza contare la necessità di tornare 

periodicamente in superficie per compensare l'errore via GPS. 

Inizialmente verrà effettuato un approfondimento sulla teoria dei raggi, che chiarisce 

gli aspetti legati alla propagazione del suono in mare, mostrando come questa sia 

influenzata dalla caratteristiche del mezzo, fortemente variabile dalla profondità. 

Verranno infine presentati i risultati teorici e le basi necessarie per la comprensione 

dell'algoritmo recentemente elaborato dagli autori G. Casalino, A. Caiti et al., 

chiamato RT2: Real Time Ray Tracing. 
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Capitolo 2 

 

Propagazione acustica subacquea 
 

2.1  Il suono e il mare 

La velocità di propagazione di un'onda, sia essa acustica o meno, dipende 

come noto dal mezzo. E' comunemente noto che un fattore determinante per la 

velocità è la densità dell'ambiente, questo anche alla luce di esempi pratici 

come la velocità del suono via via crescente se il mezzo è allo stato gassoso, 

liquido o solido. Ma questo fattore non è l'unico. In particolare per un'onda 

acustica, propagazione di energia meccanica, si necessita di un secondo fattore 

fondamentale: l'elasticità, individuata dal modulo di Young E [ὔȾά ]. Per una 

prima idea sulla variazione della velocità del suono c άȾί consideriamo la 

formula: 

ὧ ‌
Ὁ

”
 

                       (2.1)  

Dove Ŭ è una costante dalle opportune dimensioni fisiche e ” ὔȾά  la 

densità. A parità di altri fattori quindi un aumento di densità porta ad una 

diminuzione della velocità del suono. Naturalmente esistono altri fattori che 

influenzano direttamente o indirettamente la velocità del suono, ad esempio 

viene facile intuire che la stessa densità può variare nel mezzo considerato in 

funzione della temperatura. Similmente anche la velocità del suono in acqua 

varia in modo complesso, non del tutto compreso. Una buona approssimazione 

può essere ottenuta considerando come variabili indipendenti la temperatura, 

la salinità e la profondità, parametro strettamente legato alla pressione; questa 

approssimazione prende il nome di formula di Wilson: 

 

ὧ ρττωȢς τȢφ4 πȢπυυ4 πȢπππςω4 ρȢστ πȢπρ4 Ὓ συ πȢπρφÚ  

  (2.2) 
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dove la velocità del suono è in metri al secondo, la temperatura in gradi 

Celsius
1
, la profondità in metri e la salinità in ὴίό, practical salininity scale. 

Da tale formula e da dati sperimentali su temperatura e salinità, possiamo 

dedurre un andamento tipico per la velocità del suono in rapporto alla 

profondità, come quello riportato in figura (2.1). Come ulteriore 

approfondimento possiamo osservare in figura (2.2) 

 

 
 

Figura 2.1:   Andamento tipo della velocità del suono in mare. Tratta da Jensen et Al., 

Computational ocean acoustics, cit. in [1] 

l' andamento delle singole variabili e quanto ciascuna pesi sulla variazione di 

velocità del suono con la profondità. Mentre l'influenza della salinità su larga 

scala è ridotta, il contributo di tipo lineare dell'aumento di profondità porta 

notevole variazione sulla velocità del suono per profondità maggiori di 1000-

1500 metri. Nelle quote in 0-1000 metri, invece, è decisamente più marcato il 

contributo dovuto alla temperatura. Si possono distinguere due zone. La prima, 

fino a 300 metri circa, risente molto delle particolari condizioni ambientali 

come ad esempio la latitudine o la particolare stagione in cui vengono 

effettuate le misure. La seconda, più in profondità, all'incirca tra i 400 e i 1000 

metri, è caratterizzata dal cosiddetto ὸὩὶάέὧὰὭὲέ principale: una zona 

caratterizzata da un rapido abbassamento di temperatura che induce una 

diminuzione della velocità del suono, fino ad un valore minimo che 

 

 

 

1Anders Celsius (Uppsala, 1701 - 1744) 
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Figura 2.2:   Influenza dei principali parametri sull'andamento della velocità del 

suono. Tratta da Jensen et Al., Computational ocean acoustics, cit. in [1]. 

 

può scendere fino a 1400 metri al secondo. Al di sotto di tale quota le 

variazioni di temperatura si fanno estremamente più contenute e, di 

conseguenza, meno influenti. All'atto pratico per il calcolo della velocità del 

suono tramite la formula (2.2) si ricorre alla misura diretta delle funzioni 

Ὕᾀ ed ίᾀ, lasciando così la velocità direttamente calcolabile per ogni 

profondità di interesse. Per la temperatura di regola si adotta la scala pratica 

standardizzata ὍὝὛ-90. Per le misurazioni dirette si ricorre spesso a termo-

resistori, elementi che variano sensibilmente ed in maniera nota la loro 

resistenza al passaggio della corrente in funzione della temperatura. La 

calibrazione viene eseguita interpolando tra loro i punti di riferimento: 

¶ punto triplo dell'acqua πȢφπ  Ј# 

¶ punto di fusione del Gallio ςωȢχφτφ  Ј# 

¶ punto di solidificazione dell'Indio ρυφȢυωψυ  Ј#Ȣ 

La definizione di ίὥὰὭὲὭὸÛ mal si presta ad un utilizzo pratico per la 

misurazione: 

 

Definizione 1. La salinità di una soluzione è data dalla quantità in grammi di 

materiali disciolti in un chilo di acqua. 
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Talvolta per gli oceani si parla, o meglio si parlava, di ὥὰὭὲὭὸÛ riferendosi 

implicitamente al fatto che le maggiori parte di elementi disciolti sono anioni, 

molecole cariche negativamente, più spesso di tipo ὅὰ. L'alinità, basata 

principalmente su misure di densità, viene misurata in ὴὥὶὸὭ ὴὩὶ άὭὰὭέὲὩ 

(ppm). 

 

Acqua Dolce Acqua Salmastra Acqua Salata Salamoia 

 450 ppm 500-30000 ppm 30000-50000 ppm  50000 ppm 

 

Più recentemente è stata raffinata dagli oceanografi la Practical Salinity Scale 

universalmente usata sia per i mari che per gli oceani, con l'introduzione della 

relativa unità di misura in ὴίό, Practical salinity Units. Essa corrispondente al 

rapporto tra la conduttività di un campione di acqua di mare e quella di una 

soluzione standard di KCl formata da 32,4356 grammi di sale disciolti in 1 

chilogrammo di soluzione in condizioni standard, così che una misura di 35 

ὴίό è ottenuta se il campione ha una conduttività pari a quella di un chilo di 

soluzione contenente 35 grammi di cloruro di potassio disciolti. 

Principali strumenti di misura per temperatura e salinità sono gli XBT ed i 

#4$: eXpendable Bathy Thermograph e Conductivity Temperature Depth 

profiler. Entrambi sono basati su sonda in caduta ad una velocità nota, 

calcolata come bilancio tra le forze gravitazionali, di Archimede e di 

resistenza. Durante la caduta la sonda invia i segnali a bordo con le misure dei 

dati di interesse, tipicamente temperatura, salinità e pressione, associati alla 

quota di misura. Sostanziale differenza tra i due strumenti è la caratteristica 

dell'XBT di essere ὥ ὴὩὶὨὩὶὩȡ la sonda invia dati fino al raggiungimento del 

fondale, dove si interromperà il collegamento e la sonda viene abbandonata. 

 

2.2  Equazione delle onde  

Prendiamo in considerazione un fluido e studiamo il comportamento di un 

suo elemento di volume infinitesimo. Per ricavare una formula in grado di 

descrivere la propagazione di informazione nel mezzo, partiamo 

dall'applicazione di leggi più basilari. In primo luogo imponiamo un bilancio 

di massa nel volume: 

 

‬”

‬ὸ
ẗɳ”Ö 

                                                           (2.3) 

 

In aggiunta consideriamo la seconda legge di Newton, nella formulazione di 
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Eulero per la fluidodinamica, e l'equazione adiabatica di stato per la pressione: 

 

ЋÖ

ЋÔ
ÖẗɳÖ

ρ

”
ὴɳ” 

                                                  (2.4) 

 

ὴ ὴ
‬”

‬ὸ
᷄Ὠ”

ρ

ς

Ћὴ

‬ὴ
᷄ Ὠ” Ễ 

                                    (2.5) 

dove abbiamo indicato con ὴ la pressione, con ” la densità e con v la velocità 

del fluido. Il pedice Ὓ sta ad indicare che le derivate sono da intendersi 

eseguite ad entropia costante. 

Per semplificare il problema facciamo l'ipotesi di piccole perturbazioni: 

imponiamo il pedice π alle grandezze fisiche riferite alla condizione di quiete, 

prima dell'arrivo del fronte d'onda, ed indichiamo con un  ᴂ ad apice le piccole 

oscillazioni delle grandezze attorno alla condizione di equilibrio; allora per 

pressione e densità risulta: 

 

ὴ = ὴ+ ὴ                                             (2.6) 

 

” ”+ ”                                             (2.7) 

 

Queste possono essere sostituite nelle equazioni (2.3)-(2.5), così da ottenere 

una formulazione in funzione delle sole quantità variabili. Ma un'ulteriore 

passo può essere fatto linearizzando le equazioni, tralasciando quindi i termini 

di ordine superiore al primo: 

‬”

‬ὸ
” ϽɳἾ 

(2.8) 
 

‬ὺᴆ

‬ὸ

ρ

”
”ɳ ” 

(2.9)  

 

” ”ὧ 
(2.10) 

 

dove si è posto ὧḊ  , risulterà poi essere c la velocità del suono nel 

mezzo.  
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Considerando che tipicamente i tempi di variazione delle grandezze sicché 

medie sono di gran lunga maggiori rispetto ai tempi di propagazione delle 

onde, possiamo considerare ” , ὴ  e ὧ  tutte indipendenti dal tempo, con 

relative derivate nulle. Con queste osservazioni e alcuni passaggi matematici 

possiamo ottenere ὰᴂὩήόὥᾀὭέὲὩ ὨὩὰὰὩ έὲὨὩ ὰὭὲὩὥὶὩ  in due formulazioni 

diverse. In termini di pressione otteniamo: 

 

ᶯὴ
ρ

ὧ

‬ὴ

‬ὸ
π 

                                                       (2.11) 

 

invece evidenziando la velocità: 
 

ρ

”
ᶯ”ὧ Ͻɳὺᴆ

‬ὺᴆ

‬ὸ
π 

                                                       (2.12) 

 

In entrambe le precedenti formule, e da qui in poi, verrà omesso l'apice  ᴂ, 

poiché sarà sempre fatto riferimento ai termini oscillatori. 

Dal punto di vista matematico è interessante notare come dalle due 

equazioni (2.11) e (2.12) ci si possa ricondurre ad altre due formalmente 

uguali tra loro, attraverso l'introduzione di opportuni potenziali. 

 

Potenziale di spostamento 

Partendo dalla (2.4), scriviamo la velocità come derivata dello 

spostamento Ἶ ‬ἽȾ‬ὸ. Se introduciamo una nuova variabile ‪ definita 

come potenziale di spostamento  

Ἵ ‪ɳ ,                                                  (2.13) 

 

allora si può dimostrare che vale la seguente equazione delle onde per il 

potenziale di spostamento: 

ᶯ‪
ρ

ὧ

‬‪

‬ὸ
π 

                                         (2.14) 

Considerando anche le equazioni (2.3) ed (2.5) otteniamo la relazione tra la 

pressione ed il potenziale di spostamento 

 

ὴ ὑɳ ʕ 
(2.15) 
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dove si è posto ὑ  ”ὧ, l'equazione costitutiva (2.15) è stata ottenuta nelle 

ipotesi di un fluido ideale, isotropo, linearmente elastico secondo la legge di 

Hooke
2
. 

 

Potenziale di velocità 

Riferendoci alla (2.12), se consideriamo la densità costante, o almeno 

lentamente variabile rispetto alle altre grandezze in gioco, possiamo 

semplificare la relazione introducendo un potenziale di velocità: 

 

Ἶ ‰ɳ.                                                      (2.16) 

 

Sostituendo nel secondo termine della (2.12), possiamo raccogliere l'operatore 

gradiente: 

ᶯ ὧᶯ‰
‬‰

‬ὸ
π 

                                      (2.17) 

Naturalmente affi nché questa sia verificata si deve annullare il termine 

contenuto nelle parentesi: 

ᶯ‰
ρ

ὧ

‬‰

‬ὸ
π 

                                           (2.18) 

 

Questo rappresenta l'equazione ὨὩὰὰὩ έὲὨὩ ὴὩὶ Ὥὰ ὴέὸὩὲᾀὭὥὰὩ ὨὭ ὺὩὰέὧὭὸÛ. 

Le formulazioni (2.14) e (2.18) appena ricavate non tengono conto di 

eventuali sorgenti. L'onda acustica può essere prodotta da un generatore che 

rimane attivo per un tempo finito. Lo studio dell'onda in quel tempo deve tener 

di conto della presenza di una forzante, quindi, prendendo ad esempio 

l'equazione per il potenziale di velocità, risulta: 

ᶯ‰
ρ

ὧ

‬‰

‬ὸ
ὪØȟὸ 

                                        (2.19) 

 

 

2
Robert Hooke (Freshwater, Isola di Wight, 1635 - Londra, 1703).  
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Equazione di Helmholtz 

Il problema proposto in (2.19) può essere ridotto di dimensione operando 

una trasformazione secondo Fourier: 

Ὢὸ
ρ

ς“
Ὢ‫ Ὡ Ὠ‫ 

                                       (2.20) 

Ὢ‫ ὪὸὩ Ὠὸ 

                                         (2.21) 

La relazione che ne risulta, comprendendo anche la forzante, è l'equazione di 

Helmhotz per le onde: 

 

ᶯ Ὧ ὶ‪ὶȟ‫ Ὢὶȟ‫                                     (2.22) 

 

dove si è introdotto il numero d'onda 

 

ὯÒ
‫

ὧὶᴆ
 

                                                      (2.23) 

 

Nell'equazione ottenuta l'ordine è ridotto a tre, ottenendo una forma più 

semplice, di contro il risultato dovrà essere antitrasformato secondo Fourier 

come in (2.21). 

A seconda delle condizioni di esercizio può tornare utile scrivere 

l'operatore di Laplace in coordinate cartesiane, cilindriche o sferiche. A titolo 

di esempio nel caso di emettitore immerso a grande profondità in acque alte 

risulta naturale la scelta di un sistema sferico. L'equazione omogenea di 

Helmholtz per questo caso è: 

ρ

ὶ

‬

‬ὶ
ὶ
‬

‬ὶ
Ὧ ‪ὶ π 

(2.24) 

la quale ha soluzione 

 

  ‪ὶ
ὃȾὶὩ

ὄȾὶὩ
                                           (2.25) 

 

che indica la contemporanea presenza di una componente d'onda divergente ed 

una convergente, entrambe con ampiezza che decade come ὶ .  
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2.3  Teoria dei raggi 

L'utilizzo diretto dell'equazione delle onde implica la risoluzione numerica 

di equazioni differenziali alle derivate parziali, dispendiosa in termini di costi 

computazionali. Utilizzare questa via per la localizzazione acustica real time 

di robot autonomi richiederebbe un forte aggravio di costi per potenza di 

calcolo da montare a bordo. Per semplificare drasticamente il problema è 

necessario abbandonare definitivamente una visione di insieme dell'onda, della 

quale se ne tiene costantemente presente il comportamento in tutto il suo 

complesso. Un buon modo di procedere è quello di pensare all'onda come ad 

una serie di raggi estremamente ravvicinati, ma indipendenti l'uno dall'altro; 

così facendo possiamo seguire un raggio in particolare e studiarne la traiettoria 

in funzione delle condizioni ambientali che incontra. Tralasciando i dettagli 

matematici, al di là degli scopi di questa tesi, è importante sottolineare che per 

ottenere delle buone approssimazioni nei risultati, è necessario fare l'ipotesi di 

operare ad alte frequenze. Ricordando la relazione che lega la lunghezza 

d'onda ɚ con la frequenza f: 

 

‗
ὧ

Ὢ
 

                                                         (2.26) 

possiamo considerare validi i risultati ottenuti con l'approssimazione alla 

teoria dei raggi se vale: 

‗ὸḺὧ                                                    (2.27) 

per le grandezze di interesse. Questa ipotesi da una parte limita nella pratica i 

tipi di segnale utilizzabili, anche se non tanto per difficoltà tecnica di emettere 

a basse frequenze, ma da un'altra limita l'estensione dello scenario perché, 

come vedremo, al di sopra di certe frequenze il segnale è soggetto a forte 

attenuazione da parte del mezzo. Di fatto per applicare i risultati che 

illustreremo occorre ponderare le frequenze da utilizzare per il segnale di 

comunicazione cercando un equilibrio fra le distanze da coprire, l'attenuazione 

del segnale, le frequenze a cui è tecnicamente più agevole ed economico 

operare. 
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2.3.1  Legge di Snell 

La legge di Snell
3
 descrive il comportamento dei raggi, indipendentemente 

dalla loro natura, sia all'interno del loro mezzo di propagazione sia nel 

passaggio tra due mezzi differenti, legando l'inclinazione del raggio alla sua 

velocità di propagazione nel mezzo. 

Più nel dettaglio la legge di Snell afferma che: 

ÃÏÓ—

ὧ
ὧέίὸ 

                       (2.28) 

in altre parole ci dice che per ogni singolo raggio, in ogni punto del suo 

percorso, rimane costante il rapporto tra la sua velocità e l'angolo di 

inclinazione —, anche detto angolo di grazing o angolo di radenza, intendendo 

con ciò, nel nostro caso, l'angolo che la direzione di propagazione del raggio 

forma con una retta orizzontale. Si conviene di prendere il segno positivo per 

l'angolo se il raggio è diretto verso zone a profondità maggiore
4
. Questa legge 

rappresenta di fatto un vincolo, definito tramite i valori iniziali di ὧᾀ  e — , 

a cui ciascun raggio deve sottostare durante il suo percorso. Come abbiamo 

visto, le variazioni di velocità del suono possono essere considerevoli al 

variare della profondità o di altri parametri. Ipotizzando uno scenario a profilo 

di velocità costante nello spazio possiamo studiare l'influenza della legge di 

Snell sulla traiettoria dei raggi acustici. Riferiamoci, per fissare le idee, alla 

figura (2.1) ed immaginiamo un emettitore acustico posto in corrispondenza 

del minimo di velocità. Consideriamo un raggio acustico inizialmente uscente 

con un angolo di radenza π —  . Durante il suo percorso il raggio può 

solo incontrare zone caratterizzate da una velocità maggiore. Dalla legge di 

Snell segue che la sua inclinazione — deve diminuire. Questo continua a valere 

fino a che il raggio non raggiunge la direzione orizzontale. Da qui in poi, 

come avremo modo di approfondire, il raggio comincia a risalire fino a 

quando non raggiungerà un punto, al di sopra della quota di partenza dove era 

il minimo di velocità, in cui avrà nuovamente direzione orizzontale, curverà di 

nuovo e tornerà di nuovo a scendere. Come principale conseguenza della 

legge di Snell possiamo enunciare il seguente lemma: 

 

Lemma 1. Il percorso dei raggi acustici è attratto verso le quote 

corrispondenti ai punti di minimo della funzione ὧᾀ di velocità del suono. 

 

3Dal nome del suo scopritore Willebrord Snel Van Royen, latinizzato in Willebrordus Snel-

lius, (Leida, 1580 - 1626)  
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2.4  Attenuazione 

La potenza del segnale acustico emesso non rimane costante durante 

il suo tragitto: allontanandosi progressivamente dalla sorgente si registra 

una attenuazione del segnale (spreading), misurata in dB/km. Per ottene-

re un buon modello a descrizione di questo comportamento occorre tener 

in considerazione diversi fattori.  

Un primo contributo, detto attenuazione intrinseca, trova spiegazione 

nella inevitabile dissipazione di energia per interazione molecolare. La 

propagazione del segnale infatti a livello atomico agisce come una serie 

incalcolabile di urti e spostamenti, ciascuno dei quali dà il suo contributo 

ad un decadimento della potenza di trasmissione. Questo decadimento 

può essere espresso in funzione della frequenza: 

‌ σȢσρπ
πȢρρὪ

ρ Ὢ

τσὪ

τρππὪ
ςȢωψρπὪ 

                                                (2.29) 

 

 
Figura 2.3:   Andamento dell'attenuazione intrinseca in funzione della frequenza. 

Tratta da Jensen et Al., Computational ocean acoustics, cit. in [1]  

 

 
4A causa della simmetria, almeno cilindrica se non sferica, del problema il verso positivo 

non può essere definito parlando di apertura in senso orario o antiorario poiché, in tal caso, due 

ÏÓÓÅÒÖÁÔÏÒÉ ÄÉÓÔÉÎÔÉ ÐÏÔÒÅÂÂÅÒÏ ÁÓÓÅÇÎÁÒÅ ÓÅÇÎÏ ÄÉÓÃÏÒÄÅ ÁÌÌȭÁÎÇÏÌÏ 
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Si vede dal grafico (2.3) come l'attenuazione abbia un minimo pari a 

circa 10-3 dB/km per frequenze poco al di sopra dei 10Hz ma rimane conte-

nuta per frequenze minori. Per frequenze maggiori invece il grafico inizia a 

salire velocemente raggiungendo un'attenuazione di 10 dB/km per 104 Hz. 

Un altro contributo da tener presente per prevedere il decadimento 

del segnale è l'attenuazione geometrica. Il suono si propaga come onda 

sferica nello spazio che lo circonda; per ogni istante che passa le dimen-

sioni totali della sfera saranno aumentate, il che signfica che la potenza i-

nizialmente emessa da una regione molto ristretta viene via via distribui-

ta su zone sempre più ampie. Su larga scala le condizioni di attenuazioni 

geometrica possono avere due estremi: 

¶ attenuazione sferica, nel caso di fondali molto profondi 

¶ attenuazione cilindrica, nel caso di fondali bassi. 

 

A ciascun caso corrisponde unôattenuazione proporzionale alla crescita della 

superficie interessata: 

 

‌ᶿτ“Ὑ    Spherical Spreading 

(2.30) 

‌  θ2“ὬὙ   Cylindrical Spreading 

 

Una condizione di tipo intermedio si può verificare nel caso di alti fondali ma 

con emettitore (relativamente) prossimo alla superficie. 

Misurando la potenza del segnale a distanze via via crescenti dalla 

sorgente è possibile a volte che si verifichi una situazione inspiegabile con 

quanto detto fin qui. Può  succedere che l'intensità del suono non abbia 

andamento sempre decrescente, bensì oscillante. Questo fenomeno può 

essere spiegato con l'effetto Lloyd. Quando un raggio acustico viene rifles-

so, ad esempio in corrispondenza della superficie del mare, questo subi-

sce un'inversione di fase. Anche il raggio riflesso inizia la sua propagazio-

ne nello spazio andando a sovrapporsi con il segnale originale. E' possibi-

le studiare come varia questa sovrapposizione nello spazio ed ottenere 

una mappa dove si riconoscono zone ad interferenza costruttiva  se a causa 

dei diversi percorsi i due segnali si trovano ad essere in fase tra loro, 

sommando le loro intensità, e zone ad interferenza distruttiva se i due se-

gnali si trovano in contro-fase, tendendo così a distruggersi reciproca-

mente. 
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Altro fattore  da considerare nel computo delle dispersioni del segnale 

è lo scattering, un fenomeno evidente in particolare in condizione di ri-

flessione. I raggi acustici infatti nel riflettere sul fondale marino o sulla 

superficie non incontrano superfici lisce e levigate, ma ruvide e irregolari. 

Questo comporta che una serie di raggi, inizialmente paralleli, venendo a 

contatto con superfici infinitesime orientate in modi molto diversi, produ-

ca in uscita un fascio di raggi non più paralleli, ma diffusi. Naturalmente 

questo comporta una perdita per la potenza del segnale. 

Un effetto analogo, detto scattering biologico, invece non è dato da 

condizioni di riflessioni. Durante il tragitto in mare ostacoli come scuole 

di pesci oppure elementi in sospensione come alghe o plankton, implicano 

ancora una dispersione del segnale simile alla precedente. 
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Capitolo 3 

 

Comportamento dei raggi acustici 

3.1  Curvatura dei raggi 

I segnali acustici di interesse tecnico rientrano in un range di frequenze 

all'interno del quale l'errore commesso utilizzando l'approssimazione alla teo-

ria dei raggi
1
 è trascurabile. Riprendiamo allora in considerazione la legge di 

Snell (2.28); introduciamo per comodità una nuova variabile: 

ὯḊ
ÃÏÓ—

ὧᾀ
 

                                                      (3.1) 

dove ὧᾀ , velocità iniziale del raggio, dipende dalla particolare velocità del suono 

e dalla quota di trasmissione, entrambe grandezze misurabili. L'angolo di radenza 

iniziale — per il raggio acustico può essere qualunque in ȟ , ne segue 

Ὧᶰπȟ
ρ

ὧᾀ
 

                                                        (3.2) 

L'utilizzo del parametro Ὧ ὧέίὸ permette di riscrivere la legge di Snell: 

ÃÏÓ— Ὧὧᾀ                                                     (3.3) 

In questa formulazione possiamo notare come un dato valore di k possa essere 

determinato esclusivamente da due angoli, opposti di segno. Questo significa che 

possiamo interpretare l' equazione (3.3) come riferita ad una coppia di raggi con 

angoli di granzing: 

— ÃÏÓὯὧᾀ .                                             (3.4) 

Un' altra proprietà da notare deriva dalla simmetria cilindrica del sistema. Questa 

impone, come visto, un dominio di esistenza per l' angolo — compreso in ȟ , di  

 

 
1Quanto esposto in questo e nei successivi paragrafi sulla teoria dei raggi `e ripreso in buona parte 

dagli appunti personali del Prof. Casalino, cfr. opere ([3]) e ([4]). Da queste sono anche tratte le figure.   
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conseguenza sono esclusi i valori negativi per la funzione coseno, il che 

equivale a dire che è negata la possibilità per un raggio di invertire la 

componente orizzontale della traiettoria. Ancora dalla (3.1) si ha che ad ogni 

coppia di raggi compete un valore costante 

 

Ὧ
ρ

ὧᾀ
 ᵼ
ρ

Ὧ
ὧᾀ  

(3.5) 

 

e proprio questa seconda lettura ci permette di identificare i limiti superiore ed 

inferiore per le quote raggiungibili dalla coppia di raggi scelta. Se per 

semplicità pensiamo ancora all'emettitore collocato in corrispondenza del 

minimo di velocità, per quanto esposto prima sappiamo che l'andamento dei 

raggi sarà tale da diminuire sempre l'ampiezza dell'angolo di radenza fino a 

zero; naturalmente in questi punti, uno al di sopra l'altro al di sotto della quota 

del minimo di velocità, il coseno avrà valore unitario. Ne possiamo dedurre il 

seguente lemma: 

 
Figura 3.1:   Quote di riflessione totale al variare di 1/k 

 

Lemma 2: Per una coppia di raggi caratterizzati da un valore k0 , le quote 

limite di propagazione dei raggi sono ᾀ  e ᾀ tali che: 

 

ὧᾀ ὧᾀ Ḋ
ὧᾀ

ÃÏÓʃ

ρ

Ὧ
 

(3.6)  
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Graficamente i punti cercati si possono trovare come intersezioni tra la 

funzione ὧᾀ e la retta ὧ ρὯϳ . Nel caso di più intersezioni sono da 

considerare i due valori, rispettivamente uno maggiore uno minore, più vicini 

alla quota della sorgente acustica. Se una o entrambe le intersezioni sono 

assenti significa che manca una inversione del percorso per rifl essione totale
2
: 

l'inversione della componente verticale della velocità avverrà allora in 

corrispondenza dell'interfaccia acqua-aria o del fondale marino. 

 

Riassumendo i punti essenziali possiamo dire che, nota la funzione ὧᾀ  di 

velocità del suono e la quota ᾀ dell'emettitore, non necessariamente alla quota 

di minimo per la velocità, ad ogni valore di Ὧ  ɴπȟ  la coppia di raggi 

associata è inizialmente diretta con un angolo di radenza pari a —

ÁÒÃÃÏÓὯὧᾀ . Entrambi i raggi resteranno entro le quote ᾀ  e ᾀ 

definite nel lemma 2: 

ᾀ ᶰ ᾀ Ὧ ȟᾀ Ὧ  ;                                            (3.7) 

se il minimo di velocità è in corrispondenza di ᾀ  tutti le angolazioni —  

che la coppia di raggi assumerà saranno nell'insieme: 

 

— άὭὲÃÏÓὯὧᾀ ȟÃÏÓὯὧᾀ ȟÃÏÓὯὧᾀ  

— — ÃÏÓὯὧᾀ  

(3.8) 

Secondo un'altra via possiamo dire che, a Ὧ fi ssato, il grafico delle funzioni —ᾀ, 

riportato in figura (3.2), per valori positivi dell'angolo, presenta sempre un 

massimo assoluto in corrispondenza del minimo assoluto di velocità del suono: 

 

άὥὼÁÒÃÃÏÓὯὧᾀ                                        (3.9) 

 

Per i punti di minimo assoluto conviene distinguere due casi: se almeno una 

tra le due quote limite non è limite dello scenario, ovvero se vale almeno una 

delle due seguenti disuguaglianze: 

ᾀ π                                                          (3.10) 

ᾀ ᾀ  

 
2Più precisamente dovremmo parlare di rifrazione, ma si è deciso di mantenere il termine 

riflessione totale nella scia di un uso consolidato, seppur fuorviante, affermatosi in letteratura.  
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allora il minimo assoluto si trova su quell'estremo che soddisfa la sua 

relazione, tale minimo è pari a zero. Se invece, per il particolare valore di Ὧ in 

oggetto, il grafico copre tutte le quote, dalla superficie al fondale, allora il 

minimo di — è da cercarsi in corrispondenza del massimo assoluto per il 

profilo di velocità. 

 

 
Figura 3.2:   Piano — ī z, emettitore della proper valley. 

 

In generale ogni quota per la quale si presenta un massimo relativo di velocità, 

comporterà un minimo per l'angolo di grazing. All'opposto vale lo stesso 

ragionamento per valori di —  negativi.  

A partire dalle equazioni in (3.8) e dalla legge di Snell possiamo tracciare su 

un piano — ᾀ delle curve per valori costanti di ρȾὯ. Come in figura (3.2) è 

interessante l'affiancamento con il grafico della funzione di velocità ὧᾀ . 

Concentriamoci inizialmente al caso in cui l'emettitore sia situato all'interno della 

valle principale della velocità del suono (proper valley), caso a cui si riferisce la 

figura. Scegliendo una quota ᾀ abbiamo immediatamente il valore della velocità 

del suono. Come già esposto i valori ammissibili per Ὧ sono nell'intervallo 

πȟρὧᾀϳ , ovvero anche un valore minimo per ρȾὯ pari a ὧᾀ . Partendo dal 

suo valore minimo e andando via via ad aumentarlo troviamo che l'intervallo di 

quote ammissibili cresce, contenendo sempre il precedente. Sul piano — ᾀ si 

formano linee chiuse associate agli intervalli imposti dalle equazioni (3.8). Un 

primo gruppo di valori di ρȾὯ sono caratterizzati dal comune effetto di 

corrispondere a curve chiuse sul piano — ᾀ.   
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Lemma: 3. Sia ὧᾀ ρὯϳ ὥ quel valore per il quale la retta risulta tangente 

al minore dei due massimi relativi più prossimi all'emettitore, come in figura (3.2); 

allora ὧᾀ ȟὥ  individua un intervallo di valori per ρȾὯ  tali che le 

corrispondenti curve nel piano — ᾀ  sono chiuse.  

 

Un secondo gruppo di curve hanno la caratteristica di essere aperte nella parte 

inferiore (lower terminal valley), raggiungendo il fondale marino. 

 

Lemma: 4. Sia ὧᾀ ρὯϳ ὦ quel valore per il quale la retta risulta 

tangente al maggiore dei due massimi relativi più prossimi all'emettitore; 

allora tutti i raggi caratterizzati da ρȾὯɴ ὥȟὦ formano sul piano — ᾀ 

curve aperte inferiormente. 

 

 In ultimo troviamo curve caratterizzate dall'essere aperte sia inferiormente 

che superiormente (bilateral terminal valley). 

 

 Lemma: 5 Se la retta ὧᾀ ρὯϳ   non interseca mai il grafico di velocità 

allora le curve sul piano — ᾀ terminano in corrispondenza del piano della 

superficie. 

 

 
Figura 3.3:   Piano ɗ ī z, diagramma completo. 

 

Consideriamo adesso il caso in cui l'emettitore non sia posto nel punto di 

minimo della proper valley. Consideriamo un punto ᾀ ᾀ. Osserviamo che 

per una quota di emissione del segnale che non sia nel minimo della proper 
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valley esistono due punti sul piano — ᾀ, uno per angoli positivi l'altro per 

angoli negativi, come segue direttamente dalla (3.4). In questo caso basta 

prendere le curve di interesse e cancellare quelle che non toccano la quota di 

partenza. Generalizzando possiamo prendere in considerazione un punto di 

partenza qualunque, ad esempio all'interno di una valle secondaria. Per bassi 

valori di ρȾὯ il diagramma visto prima deve essere completato; nelle parti al 

di sopra e al di sotto delle curve chiuse si formeranno rispettivamente upper 

terminal valley e lower terminal valley. Al crescere di ρȾὯ le curve 

diventeranno sempre più ampie ed ancora per ρὯϳ ὦ arriveranno a collegare 

il fondale con la superficie. 

 

A questo punto, supponendo note le condizioni iniziali, possiamo 

formalizzare in equazioni alcune relazioni che devono essere sempre verificate 

dai raggi durante il loro moto. Consideriamo noti: 

 

¶ il grafico della funzione velocità del suono  

¶ la quota ᾀ dell'emettitore  

¶ le quote limite per ogni coppia di raggi ᾀ Ὧȟᾀ Ὧ , dedotte al 

variare di ρȾὯ  

¶ il diagramma sul piano — ᾀ e la relativa coppia di punti di partenza.  

Le condizioni iniziali per i raggi sono allora: 

 

ὶπ π
ᾀπ ᾀ
Ὧ ρȾὧᾀ

                                                (3.11) 

 

le ultime due insieme stabiliscono l'angolo di partenza — come dalla (3.4). Da 

semplici deduzioni trigonometriche possiamo ricavare le equazioni che 

regolano il moto verticale e orizzontale di un raggio: 

 

ὶ ὧᾀÃÏÓ—
ᾀ ὧᾀÓÉÎ—

— ÃÏÓÈὯὧᾀ
                                      (3.12) 

 

le quali hanno valore per ogni angolo eccetto — π , condizione particolare 

che verrà studiata più avanti. Quindi, tenendo presente di riferirsi o al caso 

— π o al caso — π , ricordiamo la legge di Snell (2.28) e sostituiamola 

all'interno delle equazioni cinematiche:  
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ὶ Ὧὧ ᾀ

ᾀ ὧᾀ ρ Ὧὧ ᾀ

— ÃÏÓὯὧᾀ

                                    (3.13) 

 

dove l'angolo — svolge la semplice funzione di uscita, seppur non lineare, per 

un ingresso ᾀ. 

 
Figura 3.4:  Piano ɗ ï z per una coppia di raggi 

 

3.2  Studio delle equazioni cinematiche 

Iniziamo adesso ad analizzare il sistema di equazioni (3.13) per capire 

cosa ci può raccontare sul comportamento dei raggi acustici. Per uno studio 

più chiaro del problema poniamoci in condizioni tipiche, come in figura (3.4). 

Più precisamente intendiamo qui evitare di trattare casi particolari come ad 

esempio emettitore posizionato esattamente alla quota di massimo della 

velocità acustica, oppure raggio acustico perfettamente verticale etc. Anche se 

intuitivamente si capiscono quali sono i casi limite, è opportuno specificare 

analiticamente le ipotesi della trattazione. In primo luogo studieremo 

l'andamento dei raggi acustici nell'ipotesi di emettitore all'interno della proper 

valley. Inserirsi nella valle principale non lede in generalità i risultati, infatti il 

comportamento dei raggi emessi dall'upper o dalla lower valley ricalca una 

parte dei loro omologhi emessi dalla proper ma vengono poi limitati dal 

raggiungimento rispettivamente della superficie o del fondale. Considerando 
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sempre implicitamente la funzione ὧᾀ  sufficientemente regolare, quindi 

almeno continua e derivabile, vedremo che sarà necessario operare sotto 

l'ipotesi che siano 

 

ὧᾀ   π                                                 (3.14) 

ὧᾀ  π,                                                 (3.15) 

 

questo impone da una parte l'esclusione dei punti di massimo relativi come 

quota di emissione, dall'altra dei limiti su k. Infatti come in presenza di un 

andamento per ὧᾀ simile a quello di figura (3.4) se l'emettitore fosse in 

corrispondenza di uno dei due massimi relativi allora la quota limite ᾀ 

sarebbe necessariamente il fondale, dove non è soddisfatta la condizione 

(3.15). Dunque posto l'emettitore nella proper valley, per le stesse ragioni di 

cui sopra, dobbiamo aggiungere l'ipotesi che sia ρȾὯ  ὥ. Si richiede inoltre 

che sia ρȾὯ  ὧᾀ , così da non cadere mai nel caso degenere di 

intervalloᾀ ὯȠ ᾀ Ὧ  di ampiezza nulla. Ancora in riferimento alla figura 

(3.4) assumiamo che il punto di partenza nel piano — ɀ ᾀ non coincida con 

nessun estremo dell'intervallo, ad esempio — ÁÒÃÃÏÓὯὧᾀ π. 

Ben chiari i limiti entro i quali operiamo, prendiamo in considerazione un 

valore di k ammissibile ed i due raggi che ne derivano. Ricordiamo che per le 

convenzioni adottate il raggio che parte con un angolo iniziale positivo, 

— π, proseguirà il suo moto verso zone a profondità maggiore. Il suo duale 

con — π, di contro si sposterà verso profondità minori. Poiché abbiamo 

imposto ρȾὯ  ὧᾀȟ in senso stretto, ne segue che all'interno dell'intervallo 

(zu(k); zd(k)) la velocità ᾀ non si annulla mai, infatti il termine Ὧὧ ᾀ non 

raggiunge mai valore unitario nell'intervallo aperto. Contestualmente dalla 

terza delle equazioni (3.13) vediamo che nell'avvicinarsi agli estremi 

dell'intervallo delle quote anche l'angolo si fa via via più vicino a zero, 

partendo da valori positivi per il raggio con — π, da valori negativi per 

l'altro. Più precisamente, mentre la variazione di quota avrà andamento sempre 

monotono, crescente per uno, decrescente per l'altro, nell'avvicinarsi alla 

rispettiva quota limite, il comportamento dell'angolo ɗ sarà monotono solo se 

la funzione ὧᾀ mantiene segno costante. A dimostrazione di quanto appena 

affermato prendiamo in considerazione il solo raggio che muove verso il basso 

e riscriviamo la terza delle equazioni (3.13) come: 

 

ὧέί —  Ὧὧᾀ                                            (3.16) 
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dalla quale deduciamo immediatamente che se ρȾὯ  ὧᾀ allora in tutto il 

percorso da ᾀ verso la sua quota limite ᾀ , ɗ non si annulla mai. Ma per 

conoscere l'andamento dell'angolo nel tempo deriviamo ɗ: 

 

— Ὧὧᾀὧᾀ                                         (3.17) 

 

quindi la variazione di ɗ sarà monotona se e solo se la funzione ὧᾀ è a 

segno costante nell'intervallo. Per quanto riguarda l'andamento di z, questo 

segue direttamente dalla seconda delle formule (3.13), risulta monotono 

crescente fino a ᾀ. Vale un ragionamento analogo per il raggio che muove 

verso l'alto. 

Il prossimo passo sarà quello di dimostrare che i raggi non solo tendono 

alle quote limite per le quali, ricordiamo, vale ρȾὯ  ὧᾀ   ὧᾀ , ma ci 

arrivano effettivamente in un tempo finito. Per dimostrare questo fatto 

possiamo ragionare per assurdo. Infatti se il tempo impiegato per raggiungere 

una delle quote estreme fosse infinito allora anche l'angolo di grazing 

dovrebbe tendere ad annullarsi in un tempo infinito, e la sua variazione nel 

tempo dovrebbe tendere a zero. Se però riprendiamo l'equazione (3.17) 

possiamo approfondire il comportamento della velocità di rotazione in 

prossimità delle quote estreme tramite passaggio al limite: 

 

ÌÉÍ
ᴼ
—Ὧȟᾀ Ὧὧᾀ ὧᾀ ὧᾀ π 

                     (3.18) 

ÌÉÍ
ᴼ
—Ὧȟᾀ Ὧὧᾀ ὧᾀ ὧᾀ π 

 

 

dalle quali si evince chiaramente che nelle nostre ipotesi la velocità non si 

annulla mai, perciò ne segue che le quote limite vengono raggiunte in un 

tempo finito. 

Analiticamente possiamo calcolare il tempo impiegato dai raggi partendo 

dalla seconda delle (3.13) e operando per separazione delle variabili: 

 

Ὠὸ
ρ

ὧᾀ ρ Ὧὧ ᾀ
Ὠᾀ 

                                             (3.19) 

 

dove è da considerarsi il segno positivo per il raggio che procede verso il 
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basso, il segno negativo per quello che procede verso l'alto. Per calcolare il 

tempo impiegato per andare dalla quota di emissione ᾀ alla quota ᾀ occorre 

usare questi valori come estremi di integrazione. Ovviamente il calcolo 

dell'integrale non può essere svolto in forma chiusa, non essendo data ὧᾀ in 

forma analitica. Nell'ordine di idee di calcolarne il valore per via numerica è 

da notare che la funzione non è definita nei punti ᾀ   e ᾀ  , quindi 

numericamente nell'avvicinarsi a questi estremi il suo valore tende ad infinito. 

Per semplicità definiamo la funzione 

 

ὪὯȟᾀ
ρ

ὧᾀ ρ Ὧὧ ᾀ
 

  (3.20) 

 

allora i tempi che i due raggi impiegano per raggiungere gli estremi sono: 

 

ὸ ᾀȟὯ ÌÉÍ
ᴼ

ὪὯȟᾀὨᾀ ὪὯȟᾀὨᾀ 

 

(3.21) 

ὸ ᾀȟὯ ÌÉÍ
ᴼ

ὪὯȟᾀὨᾀ ὪὯȟᾀὨᾀ 

  (3.22) 

 

3.2.1  Approssimazione in prossimità degli estremi 

Per eliminare i problemi numerici cerchiamo una formula approssimata 

per la funzione integranda Ὢ(k, z) nei punti critici. Ricordando lo sviluppo in 

serie di Taylor per una funzione qualsiasi: 

 

Ὢὼ Ὤ Ὢὼ Ὢ ὼὬ ὕ Ὤ                        (3.23) 

 

allora possiamo sostituire la velocità del suono con la sua approssimazione. In 

prossimità dell'estremo ᾀ otteniamo: 

 

  ὧᾀ ‐ḙὧᾀ ὧᾀ ‭ ὕ Ὤ                      (3.24) 

 

ricordando che per definizione ὧᾀ   ρȾὯ: 
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ὧᾀ ‐ḙ ὧᾀ ‭ ὕ Ὤ                             (3.25) 

 

Analogamente possiamo sviluppare la funzione Ὧὧ ᾀ  ‐ 

 

Ὧὧ ᾀ ‐ḙρ ςὯὧᾀ ‭ ὕ Ὤ                        (3.26) 

 

Sostituendo allora i termini approssimati con Taylor nella funzione ὪὯȟᾀ e 

questa nella (3.21) possiamo approssimare il valore dell'integrale in prossimità 

dell'estremo: 

 

ὸ ᾀȟὯ ὪὯȟᾀὨᾀ

ÌÉÍ
ᴼ

ρ

ρ
Ὧ
ὧᾀ ‐ ὕ ‐ ςὯὧᾀ ‐ ὕ ‐

Ὠ‐ 

               (3.27) 

 

Portando dentro la radice rimane un unico termine al primo ordine, quindi: 

 

ὸ ᾀȟὯ ὪὯȟᾀὨᾀ
Ὧ

ςὧᾀ
ÌÉÍ
ᴼ

ρ

Ѝ‐
Ὠ‐ 

                           (3.28) 

sviluppando il limite dell'integrale risulta: 

 

ÌÉÍ
ᴼ

ρ

Ѝ‐
Ὠ‐ ÌÉÍ

ᴼ
ςЍ‐ ςЍ‏ 

                                 (3.29) 

 

da cui infine otteniamo la desiderata forma approssimata: 

 

ὸ ᾀȟὯ ὪὯȟᾀὨᾀ
ςὯ‏

ὧᾀ
 

                                 (3.30) 

 

Ovviamente la formula approssimata tende all'esattezza per ŭ che tende a zero. 
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Di fatto il termine aggiunto all'integrale rappresenta un'approssimazione 

dell'errore commesso nel valutare l'integrale arrestato al termine ᾀ  ‏. 

Ovviamente con calcoli del tutto simili possiamo trovare l'analoga formula di 

approssimazione per il calcolo del tempo per arrivare in ᾀ: 

 

ὸ ᾀȟὯḙ ὪὯȟᾀὨᾀ
ςὯ‏

ὧᾀ
 

                                  (3.31) 

 

3.2.2  Approssimazione a spezzate di c(z) 

Un'altra via per affrontare il calcolo della (3.19) passa attraverso la 

supposizione di una certa forma per la funzione velocità del suono. Ai fini 

pratici è accettabile un'approssimazione di tale grafico tramite spezzate. Viene 

allora naturale l'idea di scomporre l'integrale nella somma di più integrali, 

ciascuno relativo ad un intervallo di quote in cui la velocità del suono è 

approssimabile tramite un segmento di retta
3
. Tornando a considerare la 

separazione di variabili vista in (3.19) integriamo entrambi i membri, 

omettendo gli estremi di integrazione per semplicità: 

Ὠὸ
ρ

ὧᾀ ρ Ὧὧ ᾀ
Ὠᾀ 

,                                   (3.32) 

imponiamo inizialmente il cambio di variabili ὧᾀ άᾀ ή ώ, grazie 

all'ipotesi di approssimazione a spezzate abbiamo ovviamente che Ὠώ  άὨᾀ, 

ponendo anche ‎ ρȾὯ otteniamo: 

 

Ὠὸ
ρ

άὯ

ρ

ώ ‎ ώ
ὨώȢ 

                      (3.33) 

Procediamo con un secondo cambio di variabili ponendo: 

 

– ‎ ώᵼώ ‎ –ᵼὨώ
–

‎ –
Ὠ– 

                               (3.34) 

3
In alternativa lôapprossimazione a segmenti pu¸ essere introdotta solo in prossimita` delle quote 

estreme, similmente a quanto svolto in precedenza con lo sviluppo di Taylor. 
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e sostituendo tutto nell'integrale abbiamo: 

 

ᵼ
ρ

άὯ

ρ

– ‎
Ὠ– 

                                   (3.35) 

Al fine di scomporre l'integrale in maniera più semplice cerchiamo due 

costanti A e B tali che risulti: 

 

ρ

– ‎

ὃ

– ‎

ὄ

– ‎
 

                                  (3.36) 

Per verificare l'uguaglianza deve valere la relazione: 

 

ὃ ὄ– ὃ ὄ‎ ρ                                    (3.37) 

 

da cui si ricava direttamente che: 

ὃ

ὄ
                                   (3.38) 

 

Volgendo infine alla conclusione troviamo la scomposizione in due integrali 

diretti: 

 

 

ρ

άὯ

ρ

– ‎
Ὠ–

ρ

ςάὯ‎

ρ

– ‎
Ὠ–

ρ

– ‎
Ὠ– Ȣ 

                           (3.39) 

 

 

Risolvendo e ripercorrendo le sostituzioni effettuate, otteniamo la soluzione in 

forma chiusa: 

 

 

Ὠὸ
ρ

ὧᾀ ρ Ὧὧ ᾀ
Ὠᾀ

ρ

ςά
ÌÎ

ρ
Ὧ

άᾀ ή
ρ
Ὧ

ρ
Ὧ

άᾀ ή
ρ
Ὧ

 Ȣ 

                               (3.40) 
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3.2.3  Moto successivo agli estremi 

Eravamo dunque giunti ad avere la prima realizzazione dell'annullarsi 

dell'angolo di grazing per la coppia di raggi considerati, relativi ad un 

particolare valore di k. Il raggio discendente, per — > 0, si annullerà da valori 

positivi in un tempo pari a ὸ , come in (3.30), il raggio ascendente si annullerà 

da valori negativi in un tempo tu, come in (3.31). Formalmente, ricordiamo che 

le equazioni (3.13) sono valide anche negli estremi ᾀ e ᾀ. Dalla seconda è 

evidente che risulterebbe ᾀ π. Ciò farebbe pensare ad un assestamento dei 

raggi acustici alle quote raggiunte. Se però ricordiamo l'equazione (3.17) 

allora capiamo che la stasi nella condizione di ᾀ π è solo istantanea.  

Possiamo riferirci a questa condizione come ad un equilibrio instabile, una 

condizione ideale verificabile solo istantaneamente e che verrà abbandonata 

alla prima minima variazione delle condizioni. Analiticamente quello che 

succede è simile a quanto accade nello studio del moto di un pendolo. Nella 

posizione verticale risulta ᾀ π  ma la condizione è valida solo 

istantaneamente, nell'attimo successivo il moto riprende anche nella sua 

componente verticale.  

Dunque, a seguito anche di una infinitesima variazione i raggi invertono il 

loro moto rivolgendosi verso la quota di origine. Dalla quota di origine il 

comportamento riprende identico a quello studiato prima. Va notato però che il 

raggio ora si dirigerà verso la quota ᾀ se prima volgeva verso il basso, mentre 

verso ᾀ se prima volgeva verso l'alto. 

 
Figura 3.5:  Moto periodico di una coppia di raggi 
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Raggiunte di nuovo le quote limite cambia ancora la direzione, ritornando a 

puntare verso la quota di origine del segnale. Ecco che abbiamo individuato 

una periodicità del moto. Si instaura un regime nel quale un raggio segue 

l'altro come da figura (3.5). 

Naturalmente se viene modificata la quota di emissione del raggio, fermo 

restando il valore del parametro k, la forma delle due onde rimane esattamente 

la solita, l'unico cambiamento sarà uno sfasamento rispetto a prima. Nel caso 

particolare in cui la quota di emissione coincida con una delle due quote limite 

la coppia di raggi si presenta con la stessa fase: di fatto degenera in un raggio 

unico. 

 

 

3.3  Soluzioni Periodiche 

 

3.3.1  Periodo Temporale 

 

Dalle considerazioni svolte prima è facile trovare che i due raggi hanno 

andamento periodico con periodo calcolabile come  

 

ὝὯ  ς ὪὯȟᾀὨᾀ ςὸᾀȟὯ ὸ ᾀȟὯ  ȟ 

                           (3.41) 

 

la quale vale per qualunque quota di emissione nell'intervallo 

 

ᾀᶰ ᾀ Ὧȟᾀ Ὧ .                                         (3.42) 

 

Formalmente gli estremi sono da escludere perché abbiamo utilizzato l'ipotesi 

che sia ρȾὯ ὧᾀ. 

Per agevolare la risoluzione numerica degli integrali possiamo tener di 

conto delle equazioni (3.30) e (3.31), ottenendo la formula per calcolo del 

periodo con termine di approssimazione per gli estremi: 

 

ὝὯḙς᷿ ὪὯȟᾀὨᾀЍςὯ‏  . 

                      (3.43) 
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Figura 3.6:   Andamento nella proper valley 

 

 

Abbiamo già osservato che una volta costruito il diagramma completo sul 

piano — ᾀ, come quello in figura (3.3), stabilita una quota ᾀ di partenza per 

i raggi acustici troveremo al variare di k, che le linee di interesse in ɗ ī z sono 

tutte e solo quelle che intercettano la retta ᾀ ὧέίὸ, zona verde in figura 

(3.6). 

Occorre adesso esporre il comportamento del raggio relativo al valore 

ρȾὯ ὥ, corrispondente alla linea rossa in figura (3.6). Questo è il raggio 

limite che separa i raggi acustici che rimarranno entro la proper valley rispetto 

a quelli che raggiungeranno il fondale. Per quanto riguarda l'estremo superiore 

ᾀ, tutto rimane invariato alle considerazioni già fatte. Per l'estremo ᾀᶻ decade 

l'ipotesi che sia ὧᾀᶻ π. Come dalle equazioni (3.13), questa quota 

raggiunta rappresenta un punto di equilibrio per il raggio. Anche il raggio che 

parte inizialmente rivolto verso l'alto con — > 0, arrivato alla sua quota limite 

cambia direzione tendendo a ᾀ, ma anche per esso il moto verticale sembra 

concludersi qui. Di fatto però la condizione di equilibrio raggiunta non può 

che essere instabile e la più piccola perturbazione delle condizioni porta il 

raggio a deviare il suo percorso o all'interno della proper valley o della lower 

terminal valley. Poiché, come vedremo, anche i raggi della lower terminal 

valley, raggiunto il fondale risalgono con un andamento periodico, esisterà 

anche là un raggio limite tangente la curva rossa di figura (3.6) nel punto 

ᾀᶻȟπ. Si crea perciò una situazione multi-periodica.  

Riordinando le idee, il raggio relativo alla linea rossa di figura, raggiunta 

la quota ᾀᶻ può tornare verso l'alto e completare un giro, oppure svoltare verso 

il basso. Sul fondale verrà riflesso e tornerà nuovamente alla quota ᾀᶻ dove 
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avrà ancora due possibili strade da seguire e così via. Di fatto a questo 

particolare raggio limite per il quale ρ Ὧ  ὥ  competono 

contemporaneamente due periodi temporali. Fortunatamente questa 

condizione è solo una singolarità di area nulla all'interno dell'insieme di tutte 

le possibili traiettorie periodiche. 

 

 
Figura 3.7:  Andamento nella proper valley 

 

Il passo successivo è quello di studiare il comportamento dei raggi acustici 

qualora la sorgente sia al di fuori della proper valley. Possiamo ancora riferirci 

al solito profilo di velocità, ritenuto sufficientemente generale da comprendere 

tutti gli scenari che si possono presentare nella pratica. Supponiamo che il 

trasmettitore si trovi al di sotto della proper valley. Finché risulta ρȾὯ ὥ le 

curve che si formano nel piano —  ᾀ sono sicuramente chiuse nella parte alta, 

analogamente a quanto visto per la proper valley. Per i raggi che invece 

raggiungono il fondale occorre fare qualche semplice riflessione in più. 

Per le leggi dell'acustica un raggio che incontra una superficie viene 

riflesso con un angolo opposto a quello che aveva in precedenza. Ne segue 

allora che, come da figura (3.7), ciascun raggio che incide il fondale con un 

angolo ‌ qualunque inizia a risalire con un angolo di ‌. Ecco allora che 

anche qui otteniamo un andamento periodico, anche se occorre tener presente 

che il percorso tratteggiato di figura (3.7) viene percorso in un tempo nullo. 

Quando ci troviamo nella situazione in cui ρȾὯ ὥ, zona grigia in figura, si 

verifica che la durata dei periodi fa un salto verso valori più elevati, arrivando 

repentinamente un drastico aumento della lunghezza del percorso. Stessa cosa 

vale quando diventerà ρȾὯ ὦ, zona rosa in figura (3.7); in queste condizioni 
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ci troveremo anche a considerare una riflessione in corrispondenza della 

superficie marina. 

 

 

3.3.2  Periodo Radiale 

 

Fino a qui abbiamo osservato il moto dei raggi sul piano —  ᾀ, ma vale 

la pena adesso dare uno sguardo a quanto accade per il moto orizzontale. 

 

 
Figura 3.8:   Periodicità radiale dei raggi acustici. 

 

Riprendendo ancora le equazioni (3.13), dalla prima vediamo 

immediatamente che la velocità in direzione radiale è sempre una funzione 

strettamente positiva della quota, salvo il caso particolare in cui vale Ὧ π ed 

i due raggi associati partono con angoli di  “ςϳ , per i quali vale sempre 

ὶ π. Come abbiamo visto, la coppia di raggi associata ad un certo valore di 

k ha un moto lungo z periodico con periodo T(k). Dalla prima delle (3.13) 

segue direttamente che anche il moto radiale deve necessariamente avere 

un'evoluzione temporale periodica dello stesso periodo. Come da figura (3.8), 

è interessante notare che per valori ρȾὯ ὥ si crea (almeno) un punto 

angoloso. Questo avviene quando il raggio viene riflesso nell'incontro con il 

fondale o con la superficie, dove la derivata della funzione ὶ cambia segno, 

dovendo per simmetria ὶcrescere se prima diminuiva o viceversa. 
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Figura 3.9:   Caso limite per la periodicità radiale 

 

Per esprimere per via analitica l'evoluzione radiale possiamo dividere 

membro a membro le prime due equazioni delle (3.13). Se definiamo 

 

ὫὯȟᾀ
Ὧὧᾀ

ρ Ὧὧ ᾀ
 

                                (3.44) 

 

tramite ragionamenti analoghi a quelli fatti poco sopra, possiamo trovare il 

periodo radiale tramite l'integrale: 

 

ὙὯ ς ὫὯȟᾀὨᾀ 

                                           (3.45) 

nel caso in cui ρȾὯ ὥ. Se uno od entrambi gli estremi di integrazione sono 

punti in cui l'integranda va ad infinito, e quindi punti di riflessione totale, 

possiamo utilizzare i termini di approssimazione trovati, come prima, tramite 

sviluppo in serie di Taylor. Per generalità, nel caso di emettitore nella proper 

valley e con valore ρȾὯ ὥ, il calcolo numerico dell'integrale richiede le 

formule approssimate su entrambi gli estremi, in questo caso risulta: 

 

ὙὯ ς ὫὯȟᾀὨᾀ
ς‏

Ὧ

ρ

ὧᾀ

ρ

ὧᾀ
 

                                               (3.46) 
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Nei particolari casi in cui sia 1k = a oppure 1k = b si verifica che il 

periodo ὙὯ tende ad infinito. In figura (3.9) è mostrato come la velocità di 

allontanamento dalla sorgente, dopo un transitorio, tende ad un valore costante. 

Nelle condizioni generali comunque, sia per la proper valley, come per la 

lower o upper valley, i ragionamenti fatti per il periodo ὝὯ possono essere 

applicati anche per ὙὯ. 
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Capitolo 4 

 

Valutazione di distanze radiali 
 

4.1 La funzione PTT: Partial Travelled Times 

Dopo aver approfondito, nel capitolo precedente, il comportamento dei 

raggi acustici nel piano —  ᾀ, iniziamo adesso ad investigare i tempi che 

questi impiegano per collegare due quote. Ci poniamo in una situazione in cui 

sono note le quote del trasmettitore, ᾀ, e del ricevitore, ᾀ, e proviamo ad 

analizzare i tempi caratteristici per ciascuna coppia di raggi ed i relativi valori 

di 1 k. 

Consideriamo un profilo di velocità noto ὧᾀ. Affinché un raggio acustico 

possa collegare effettivamente le due quote di interesse, devono essere 

soddisfatte alcune condizioni per il parametro 1k. Abbiamo già avuto modo 

di analizzare le quote limite raggiunte entro la proper valley in (3.7). Possiamo 

adesso invertire il ragionamento, mantenendo fermo il risultato. Ne segue il 

 

Lemma 6. Partendo dalle quote ᾀ e ᾀ contenute nella proper valley, i raggi 

acustici che le toccano entrambe sono tutti e soli quelli per i quali vale: 

 

ρὯϳ ÍÁØ ὧᾀ ȟὧᾀ                                           (4.1) 

 

 
Figura 4.1:   Valori ammissibili per 1 k. 

 

Se invece prendiamo in considerazione il caso in cui l'emettitore e il 

ricevitore sono separati da uno o più massimi relativi, allora deve valere: 
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ρὯϳ ὧᾀ                       ᶅᾀ  ɴᾀȟᾀ Ḋ ὧᾀ π                      (4.2) 

 

Sebbene principalmente interessati alla proper valley, possiamo racchiudere 

tutti i casi particolari di raggiungibilità per due quote come in figura (4.1), nel 

seguente 

 

Lemma 7. Stabilite due quote ᾀ e ᾀ, ovunque posizionate nello scenario, ed 

una coppia di raggi, individuata dal parametro k come in (3.1), allora tale 

coppia collega effettivamente le due quote se e solo se la retta ὧ ρȾὯ non ha 

intersezioni col grafico della funzione di velocità del suono ὧᾀ entro le quote 

ᾀ e ᾀ, eccetto al più le quote limite. 

 

Come abbiamo già avuto modo di osservare, ad esempio dalla figura (3.7), tale 

condizione di limite inferiore per ρȾὯ si traduce in un limite inferiore anche 

per l'angolo . Riprendendo la (3.1), dal lemma precedente abbiamo che ρȾὯ 
deve essere in generale superiore ad un dato valore limite ρȾὯᶻ. Deve allora 

valere: 

ρȾὯ ρȾὯᶻᵼ
ὧᾀ

ÃÏÓ—

ὧᾀ

ÃÏÓ—z
ᵼÃÏÓ— ὧέί—ᶻ 

                                           (4.3) 

 

che naturalmente implica: 

— —ᶻ                                                     (4.4) 
 

Esiste dunque un angolo di partenza limite: i raggi acustici che partono dalla 

quota za sufficientemente piatti — —z  rimarranno confinati entro un 

intervallo di quote che non comprenderà il ricevitore; al contrario raggi diretti 

inizialmente più verticali — —z  saranno in grado di estendersi fino a 

toccare o superare la quota ᾀ. 

Stabiliti i valori di k ammissibili, cioè tali per cui i raggi partiti da ᾀ 

raggiungono effettivamente ᾀ , studiamo i modi in cui le due quote di 

interesse vengono collegate. Nel caso più generale, all'interno di un periodo, 

sono quattro i possibili percorsi di interesse, come si vede in figura (4.2), 

costruita nel caso in cui sia ᾀ la quota di emissione
2
. 

Da questa configurazione generale possiamo dedurre alcune 

configurazioni particolari nelle quali si trova ridotto il numero di tempi di volo 

distinti. Si avranno tre casi distinti se ᾀḳᾀ , poiché  arriveranno a 

coincidere i casi 1 e 4. Otterremo invece due tempi di collegamento distinti se, 

per ᾀ ᾀ, valgono ᾀ ᾀ  e  ᾀ ᾀ   ; 
 

2Il caso in cui l'emissione avvenga da ᾀ differisce da quello presentato solo per la direzione 

delle frecce. 
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Figura 4.2:   I quattro modi possibili di collegamento delle quote 

 

in questo caso coincideranno i casi 1 con 3 e 2 con 4. Naturalmente se vale 

una sola delle due uguaglianze ci riporteremmo alla situazione di tre tempi 

distinti. Ancora, avremo due percorrenze distinte se ᾀ ᾀ ᾀ, dove i casi 

1, 3 e 4 vengono a coincidere. Infine avremo un solo caso se ᾀ ᾀ e 

ᾀ ᾀ.  

Il tempo impiegato per collegare direttamente due quote distinte ᾀ e ᾀ è 

calcolabile direttamente in funzione di k con la formula: 

 

Ў
ȟ
Ὧ ὪὯȟᾀὨᾀ 

                                                   (4.5) 

 

dove la funzione è definita come: 

 

ὪὯȟᾀ
ρ

ὧᾀ ρ Ὧὧ ᾀ
 

                            (4.6) 

 

A ciascuno dei quattro modi visti in figura (4.2) compete un tempo che è 

scomponibile in somma di elementi tra loro comuni. Ipotizzando ᾀ ᾀ 

abbiamo: 
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                                               (4.7) 

 

dove anche a destra dell'uguale ogni termine è funzione di k, omesso dalla 

scrittura per brevità. Più in dettaglio, ciascun termine ɝȟ viene calcolato 

tramite la (4.5): 

 

ɝȟ Ὧ ὪὯȟᾀὨᾀ 

 

ɝȟ Ὧ ὪὯȟᾀὨᾀ 

 

 

ɝȟ Ὧ ὪὯȟᾀὨᾀ 

                                           (4.8) 

 

dove si è avuto cura di escludere i punti in cui la funzione ὪὯȟᾀ non è 

definita. 

 

Partial Travelled Times 

Vogliamo adesso mostrare come sia possibile trovare una formulazione 

per i calcoli (4.8) che si appoggi su funzioni calcolabili a priori una volta noto 

il profilo di velocità c(z). Per ciascuna valle presente, chiamiamo ᾀӶ il punto al 

quale corrisponde il minimo assoluto; trovato il corrispondente valore per ρȾὯ 

consideriamone gli incrementi con passi opportuni. Per ciascuna valle e per 

ciascun valore di ρȾὯ, considerando ᾀɴ ᾀȟᾀ  calcoliamo l'integrale 

 

ɝӶὯȟᾀ ὪὯȟᾀὨᾀ

Ӷ

                ᾀɴ ᾀȟᾀ  

                                                 (4.9) 
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nella quale è da prendere il segno positivo se ᾀӶ è la quota di partenza, negativo 

altrimenti. La (4.9), nella quale z è lasciata variabile, è chiamata funzione 

caratteristica di tempo parziale di volo. 

Incrementando via via il valore di ρȾὯ, si raggiungerà la soglia limite oltre 

la quale due valli emergono in una, situazione corrispondente alla linea rossa 

di figura (4.1). In questa situazione, almeno uno dei due estremi dell'intervallo 

è un punto di equilibrio, già analizzato in precedenza. In corrispondenza di 

questi punti avremo che la funzione ЎӶὯȟᾀ tende ad infinito. Allo step 

successivo gli estremi di integrazione si saranno estesi fino a comprendere 

un'altra valle, ma il procedimento prosegue invariato. La partial travelled time 

può essere utilizzata direttamente andando a calcolare per ogni valore di k, 

oltre al periodo corrispondente ὝὯ tramite ad esempio la (3.41) o la (3.43), 

anche i tempi parziali di interesse Ўȟ ËȟЎȟ Ë e  Ўȟ Ὧ come in (4.8). 

Possiamo però anche pensare ad un approccio di tipo diverso. Infatti la 

formula (4.9) può essere presa come base per calcolare i tempi parziali, una 

volta note le quote di trasmissione e ricezione, attraverso le formule di facile 

dimostrazione: 
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                                     (4.10) 

 

Se è noto il tempo occorso per la ricezione del segnale (travel-time) †ȟ è 

chiaro che questo deve soddisfare una relazione che lo lega al periodo 

temporale, associato al suo proprio valore di k, ed al suo tempo parziale, 

legato ad uno dei quattro modi in cui le quote ᾀ e ᾀ possono essere collegate 

da un raggio acustico. Chiamato n il numero di periodi compiuti, deve valere: 

 

† ὲὝὯ †ȟ Ὧ                               ὼ ρȟȣȟτ 

                                                                ὲ ρȟςȟȣ                   

(4.11) 

 

Lemma 8. Il resto della divisione intera del travel-time per un periodo ὝὯ 

deve risultare uguale ad una delle quattro possibilità viste in (4.7) calcolate 

per lo stesso k. 

 

Da queste considerazioni ne segue un primo algoritmo per l'individuazione 

dei valori di ρȾὯ, n ed x di interesse. Campioniamo i valori di 1k ammissibili, 
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definiti in precedenza, con uno step da scegliere tramite apposite 

considerazioni. Per ogni 1k calcoliamo il periodo temporale corrispondente e, 

a seguire, il resto della divisione intera del travel-time per tale periodo. Se 

questo tempo corrisponde ad uno dei quattro valori in (4.7), calcolati di volta 

in volta utilizzando direttamente la PTT, ovvero tramite le (4.8), 

memorizziamo i corrispondenti valori di 1k, n e dell'indice x. La coincidenza 

dei valori deve essere cercata a meno di un errore dipendente, oltre che dalle 

approssimazioni numeriche, anche dal passo di campionamento per 1k. 

 

4.2 La funzione PTD: Partial Travelled Distance 

In base a quanto illustrato in precedenza, sappiamo che la distanza radiale 

dei raggi acustici dalla sorgente è sempre crescente. A livello matematico 

questo la rende una variabile analoga al tempo, utilizzabile come variabile 

indipendente. In particolare possiamo impostare un'analisi dell'andamento 

della quota dei raggi acustici in funzione della distanza, focalizzando di fatto 

l'attenzione al moto sul piano ᾀ ɀ ὶ. A rigore si tratta di studiare la funzione 

ᾀὯȟᾀȟὶ in luogo della funzione ᾀὯȟᾀȟὶ. 

 

ὶὯȟᾀȟὸ ὶὯȟᾀȟὸὨὸ 

                                       (4.12) 

 

In tal senso possiamo, analogamente a quanto fatto nel paragrafo 

precedente, cercare di individuare la distanza radiale associata ad un certo 

raggio che collega due quote di interesse ᾀ e ᾀ. E' quindi possibile trovare 

quattro differenti modi in cui vengono collegate le due quote di partenza e 

arrivo del raggio, le distanze parziali così ottenute possono essere riassunte 

come segue: 
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                  (4.13) 

 

dove ὙὯ è il periodo radiale da calcolarsi come visto in (3.45). Ciascun 

termine a destra dell'uguale, funzione anch'esso di k, viene calcolato come: 
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ʍȟ Ὧ ὫὯȟᾀὨᾀ 

 

ʍȟ Ὧ ὫὯȟᾀὨᾀ 

 

 

ʍȟ Ὧ ὫὯȟᾀὨᾀ 

 (4.14) 

 

 

dove sono stati esclusi i punti in cui la funzione g(k, z) non è definita, ri-

cordando che abbiamo posto: 

 

ὫὯȟᾀḊ
Ὧὧᾀ

ρ Ὧὧ ᾀ
 

                                            (4.15) 

 

Analogamente a quanto svolto al paragrafo precedente per i tempi, 

introduciamo la partial travelled distance come la funzione: 

 

”ӶὯȟᾀ ὫὯȟᾀὨᾀ

Ӷ

             ᾀɴ ᾀȟᾀ  

                                            (4.16) 

 

Questôultima può essere usata per costruire a priori un'opportuna tabella di 

risultati, dai quali immediatamente calcolare le tre distanze che, combinate, 

compongono le (4.14): 
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4.3  RT2 

 

Nei precedenti paragrafi è stato mostrato come sfruttare le equazioni 

cinematiche (3.13), derivanti dalla teoria dei raggi, per calcolare i tempi e le 

distanze parziali impiegati da ciascun raggio nel collegare le quote di interesse. 

Una volta note le quote ᾀ e ᾀ di emissione e ricezione dei segnali acustici 

possiamo operare un campionamento dei valori ammissibili del parametro Ὧ. 

A ciascuno di questi valori corrisponde una coppia di raggi che partono dalla 

sorgente, l'uno verso profondità minori, l'altro verso profondità maggiori. È 

stata illustrata la periodicità, sia temporale che radiale, dei raggi acustici e si è 

visto come trovare formule, sia esatte che approssimate, per il calcolo di questi 

valori, come in (3.43) ed in (3.46). 

Successivamente, analizzando più in dettaglio il comportamento dei raggi, si è 

osservato il modo in cui due quote prestabilite possano essere collegate da un 

medesimo raggio. 

Gli strumenti fin qui studiati saranno tutti utili per chiarire il funzionamento 

dell'algoritmo per l'intercettazione acustica subacquea in tempo reale chiamato 

RT2 : Real Time Ray Tracing. Come se ne deduce dal nome, l'algoritmo è 

pensato per funzionare in tempo reale, il suo campo di impiego ideale sono 

robot subacquei autonomi i quali naturalmente non possono disporre a bordo 

di enormi capacità di calcolo. Quindi, come esposto all'inizio di questo capito-

lo, si desidera trovare un metodo per l'intercettazione che ci consenta di abbat-

tere l'errore e che, al contempo, sia sufficientemente leggero da poter essere 

eseguito real-time anche da centri di calcolo economici. 

Lôidea alla base dellôalgoritmo ¯ quella di utilizzare le PTT e PTD per creare 

una struttura dati contenente tutte le possibili soluzioni per una generica cop-

pia di quote di emissione e ricezione ᾀ, ᾀ. Ovviamente bisogna definire a 

priori un tempo massimo e una distanza massima ammissibile, altrimenti le 

soluzioni possibili risultano essere infinite. Questa struttura contiene quindi 

per ogni parametro k, i possibili valori di distanza radiale percorsa per connet-

tere le due quote ᾀ, ᾀ ed i relativi tempi impiegati.  

Non appena un veicolo rileva un impulso acustico memorizzer¨ lôesatto istante 

di ricezione. Il veicolo che ha emesso lôimpulso si occupa inoltre di comunica-

re informazioni relative alla propria quota ᾀ e allôistante di emissione. Con 

questôultimo dato è possibile ottenere il tempo di volo † del primo raggio acu-

stico ricevuto. A bordo del veicolo ricevitore è inoltre disponibile 

lôinformazione relativa alla propria quota di profondit¨ ᾀ. Sulla base dei sud-

detti dati si può quindi creare la struttura contenente tutte le possibili soluzioni. 



 48 

Per ogni possibile distanza ὶ soluzione, viene controllato se sono presenti rag-

gi acustici che a parità di distanza impiegano un minor tempo per connettere le 

quote ᾀ e ᾀ. In caso si verifichi questa condizione, la soluzione in esame sarà 

scartata poiché se la distanza tra i veicoli fosse realmente pari ad ὶ, sarebbe 

stato rilevato per primo il  raggio acustico avente tempo di volo minore rispetto 

al tempo †. 

Può invece capitare che in rari casi che vi siano più soluzioni valide, ovvero 

che più raggi allo stesso tempo raggiungono la quota di ricezione da distanze 

diverse. Questa circostanza capita quando a un ricevitore arrivano due o più 

raggi contemporaneamente emessi da distanze diverse. 

Il caso in cui l'insieme minimo contenga più di un elemento è senza 

dubbio sfortunato, ma possibile. In linea di principio se ci si riferisce al caso 

ideale, in cui non ci sono errori di calcolo ed il campionamento dei raggi in 

partenza è estremamente fitto, l'unica possibilità per la presenza di più 

distanze radiali ammissibili è che lo scenario, inteso come condizioni 

oceanografiche, sia tale che, per quella particolare coppia di profondità ᾀ e ᾀ 

a cui si trovano emettitore e ricevente, esistano due raggi, relativi a due valori 

di Ὧ distinti, che collegano due distanze diverse in tempi identici.  

Al contrario però, prendendo in considerazione uno scenario più completo, 

nel quale si muova un insieme di veicoli, è immediato immaginare come 

metodi di triangolazione consentano di eliminare le possibili ambiguità. Per 

fare un semplice esempio, consideriamo, in uno scenario bidimensionale, tre 

robot A, B e C, alle rispettive quote ᾀȟᾀ e ᾀ. Se sono note le posizioni di A 

e C, entrambi possono provare a localizzare B e la soluzione esatta si trova 

nell'insieme dato dall'intersezione dei due set minimi ottenuti separatamente 

da A e da C. Se invece supponiamo nota la sola posizione di A possiamo 

applicare un sistema di mutua intercettazione tra i tre. Per fissare le idee si 

immagini di trovare sempre due soluzioni accettabili per ogni tentativo di 

localizzazione. L'intercettazione di C da parte di A deve fornire le stesse 

soluzioni possibili dell'intercettazione di A da parte di C; siano queste ὶ  e ὶ . 

Analogamente tra A e B avremo le risposte ὶ  e ὶ ., tra B e C avremo ὶ  e 

ὶ . Poiché le misure devono essere coerenti è necessario che sia soddisfatto il 

vincolo 

 

ὶ ὶ ὶ ,           ὭȟὮȟὯ ρȟς.                          (4.18) 

 

 

 



 49 

Teoricamente è ancora possibile che non vi sia nessuna esclusione, 

potrebbero ad esempio valere entrambe le seguenti relazioni: 

 

 ὶ ὶ ὶ

 ὶ ὶ ὶ
 

 

Questa condizione però, oltre che improbabile, fornisce comunque 

informazioni aggiuntive: abbiamo ottenuto gruppi accettabili di soluzioni. 

La verifica di una sola delle distanze, se non presente anche in altre terne 

di soluzioni, come ciascun termine delle (4.19), consente di accettare tutto 

il gruppo. Se fosse presente ad esempio la situazione delle equazioni (4.19), 

la verifica della distanza ὶ  confermerebbe anche la correttezza delle 

distanze ὶ  e ὶ . 
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Capitolo 5 

Progettazione del Software 

 

Verranno in questo capitolo illustrati i requisiti e le tecnologie usate per la 

realizzazione del software. La finalità ultima di quest'ultimo è di testare 

l'algoritmo di valutazione radiale RT2 confrontandolo con una simulazione dei 

raggi acustici calcolata in maniera totalmente indipendente dall'algoritmo di 

stima.  

5.1 Requisiti del Software 

Il programma può essere suddiviso in una parte di calcoli e in una parte 

grafica. La parte di calcolo deve creare i dati necessari a RT2 e alla 

simulazione delle traiettorie. Oltre ciò è necessaria una parte che consenta il 

calcolo dellôerrore di stima. 

L'algoritmo di valutazione delle distanze utilizza come già illustrato le 

funzioni PTT e PTD, le quali devono essere calcolate mediante le equazioni 

cinematiche dei raggi acustici lungo lôasse delle profondit¨. La simulazione 

delle traiettorie deve essere invece calcolata integrando nel tempo la legge di 

Snell. Per entrambi i calcoli deve essere possibile fissare un fattore di preci-

sione a piacimento e il  numero di raggi acustici da prendere in considerazione. 

Ovviamente all'aumentare della precisione di integrazione e del numero di 

raggi aumenta la mole di calcolo necessaria. Per questo motivo è importate 

che la parte computazionale del software sia implementata ottimizzandone il 

più possibile le prestazioni. Proprio per questo motivo è stato necessario rea-

lizzare una struttura multithread per ogni parte di calcolo. 

Per quanto riguarda l'errore di stima è stato richiesto di calcolare l'errore 

della distanza stimata ponendo il ricevitore a varie distanza note. Come già il-

lustrato nel Capitolo 4, la stima delle distanze viene effettuata mediante il 

tempo di volo del raggio acustico. Pertanto scegliendo il range in cui posizio-

nare il ricevitore, la simulazione della traiettoria deve calcolare il tempo del 

raggio che lo raggiunge per primo. Questo tempo verrà usato per fare la stima 

della distanza. Oltre alla stima mediante l'algoritmo RT2, è stato deciso di fare 

una stima approssimando il raggio sonoro come se viaggiasse con moto rettili-

neo uniforme con una velocità pari alla velocità media tra quota di emissione e 
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quota di ricezione. È stato richiesto che l'errore di stima fosse calcolato sia in 

valore assoluto che in valore relativo. 

Il software ¯ stato dotato inoltre di unôinterfaccia grafica. Questa svolge in 

primo luogo il compito di raccogliere gli input necessari per le parti di calcolo 

e in secondo luogo di rappresentare i risultati ottenuti mediante dai grafici. 

Il primo grafico richiesto è il grafico Tempo-Distanza. Data una quota di 

emissione, una di ricezione e un numero di raggi a piacere, per ogni raggio 

devono essere calcolati tempi e distanze di ogni attraversamento della quota di 

ricezione e inseriti nel grafico sotto forma di punti. Un altro grafico richiesto è 

quello che visualizza le traiettorie dei raggi. Infine l'ultimo grafico richiesto è 

quello rappresentante l'errore di stima ottenuto tramite RT2, nonché mediante 

approssimazione rettilinea dei raggi. Deve essere possibile visualizzare sia 

l'errore assoluto che relativo. 

5.2 Ambiente di sviluppo 

Vista l'importanza delle prestazioni del software è stato scelto di svilup-

parlo nel linguaggio C++. Il framework utilizzato è stato Microsoft Visual 

Studio.  

Il linguaggio C++  non ha librerie standard per la realizzazione di thread e in-

terfacce grafiche, ma si appoggia alle librerie di sistema. Seppure non fosse 

presente nei requisiti, si è optato di mantenere il progetto multi piattaforma. 

Ciò è stato possibile mediante l'utilizzo delle librerie Qt. Queste offrono fun-

zionalità di realizzazione di interfacce grafiche e di thread in maniera sempli-

ce e mantenendo il software multi piattaforma. 

Il tool Qt non fornisce implementazione di grafici, per cui è stato necessario 

includere nel progetto le librerie Qwt. Quest'ultime sono state sviluppate appo-

sitamente per avere a disposizione un metodo semplice di inserimento di gra-

fici all'interno dei progetti Qt. 

5.2.1 Qt  

Qt è una libreria multipiattaforma per lo sviluppo di applicazioni sia dota-

te di interfaccia grafica che applicazioni da riga di comando. Esso è proprieta-

rio di Nokia ma originariamente sviluppato dall'azienda norvegese Trolltech. 
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Qt è sviluppato interamente in linguaggio C++  e fornisce le sue funzionalità 

in più linguaggi di programmazioni. Può essere usato nello stesso C++,  Java, 

Python ed altri ancora. 

Le principali funzionalità racchiuse in queste librerie sono: 

¶ Creazione di interfacce grafiche 

¶ Gestione thread 

¶ Gestione file 

¶ Interrogazioni SQL di database 

¶ Parsing XML 

¶ Supporto alla rete 

 

Esso offre inoltre un framework per lo sviluppo di applicazioni Qt, nonché 

un tool di design grafico per la creazione di interfacce GUI. 

Qt è un software gratuito open source ed è rilasciato sotto licenza GNU LGPL 

(GNU Lesser General Public Licence). 

5.2.2 Qwt 

Qwt è un'estensione per Qt che fornisce una serie di widget utilizzabili nel-

le interfacce GUI create mediante Qt. Questi widget sono principalmente 

componenti utili per applicazioni in ambiti tecnici. I principali sono: 

¶ Grafici x-y 

¶ Istogrammi 

¶ Diagrammi di Bode 

¶ Spettrogrammi 
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Capitolo 6 

Implementazione del software 

In questo paragrafo verranno illustrate le parti computazionali del softwa-

re in maniera algoritmica. Queste si basano sulla teoria di propagazione dei 

raggi acustici illustrata nei capitoli precedenti. La teoria trattata illustra il pro-

blema di localizzazione mediante lôutilizzo di variabili continue. Per 

lôimplementazione pratica dellôalgoritmo sar¨ per¸ necessaria una discretizza-

zione di queste variabili. Il tipo di campionamento effettuato influenzerà ov-

viamente prestazioni e precisione dei risultati. Per questo motivo tale tema ri-

sulta di estrema importanza per il problema della localizzazione e verrà quindi 

trattato, anchôesso, in dettaglio allôinterno del capitolo.  

In primo luogo verr¨ analizzata lôimplementazione dellôalgoritmo di loca-

lizzazione RT2. Come evidenziato in precedenza, RT2 è un algoritmo di loca-

lizzazione Real-Time. Per migliorarne le prestazioni è stato optato di suddivi-

derlo in una parte offline e una online. La prima esegue tutte le operazioni di 

calcolo che dipendono esclusivamente dal contesto oceanografico nel quale 

viene applicato. La parte online invece permette di effettuare stime di distanza 

radiali vere e proprie. Questa sfrutta i calcoli eseguiti a priori dalla parte offli-

ne e li integra con una parte di conti che dipendono da ogni singola stima che 

si voglia effettuare. 

Oltre allôalgoritmo di localizzazione è stata necessaria lôimplementazione 

di un simulatore di raggi che permettesse di emulare un ambiente subacqueo al 

fine di effettuare test dellôalgoritmo RT2. Questa serie di test sono finalizzati a 

calcolare lôerrore di stima compiuto da RT2. 

6.1  C(z) 

Il profilo della velocità del suono sott'acqua è memorizzato tramite una se-

rie di punti equidistanti tra loro di una distanza dz (da non confondere con la 

quantità Ὠᾀ che verrà in seguito utilizzata in Tab) . Il primo punto della se-

quenza è riferito al valore ὧᾀ nella quota ᾀ π metri. In generale, lôi_esimo 

campione rappresenta il valore ὧᾀ ottenuto ponendo ᾀ Ὥ ρϽὨᾀ. 
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Per ottenere la quantità ὧᾀ per una quota ᾀ non presente nella serie, ma 

compresa tra 0 metri e la quota massima, viene effettuata unôapprossimazione 

a spezzate. Vengono cercate nella sequenza le due quote ᾀ e ᾀpiù vicine alla 

profondità z desiderata. Una volta individuate, viene effettuata la seguente in-

terpolazione al fine di ottenere il valore c(z): 

ὧᾀ   ὧᾀ ὧᾀ  Ⱦ ᾀ ᾀ   Ͻ ᾀ ɀ ᾀ   ὧᾀ            (6.1) 

6.2 Tab 

Tab è una struttura contenente i dati ricavati dalla parte offline di RT2. 

Questa permette la creazione delle PTT e PTD illustrate nel Capitolo 4 e stret-

tamente necessarie al fine della localizzazione.  

6.2.1 Dati di input e campionamento delle variabili 

Ogni PTT e PTD dipende dalla quota di emissione del raggio ᾀ, da quella 

di ricezione ᾀ e dal coefficiente Ὧ dello stesso. Come già accennato è neces-

sario effettuare una discretizzazione di alcune variabili del problema. Le va-

riabili in questione sono appunto i coefficienti Ὧ di ogni raggio definiti dalla 

legge di Snell e le quote di profondità ᾀ.  

Il numero di raggi che compongono unôonda acustica è teoricamente infi-

nito. Campionare Ὧ equivale a prendere in esame un sottoinsieme di raggi, i-

dentificati da una serie di angoli di emissione stabiliti a priori. La motivazione 

per la quale  è necessario il campionamento delle quote di profondità risulterà 

evidente in seguito. 

I dati necessari allôelaborazione di Tab sono i seguenti: 

¶ ᾀ : è la profondità massima del fondale; 

¶ Ὠᾀ: rappresenta lo step di campionamento per la variabile ᾀ. Esso in-

fluisce sulla dimensione della mole di dati da memorizzare; 

¶ Ὠᾀ : anchôesso ¯ uno step di campionamento di ᾀ. Questo però 

influisce esclusivamente sulla precisione dei calcoli e non sulla dimen-

sione dei dati; 

¶ ὅᾀ: è una struttura dati contenente le informazioni che riguardano il 

profilo della velocità sonora subacquea; 

¶ ὅᾀ  , —  : sono valori necessari al sampling di Ὧ; 
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Lôalgoritmo di sampling dei valori Ὧ necessita dei dati ὅᾀ  e — , i 

quali sono forniti come in input allôalgoritmo. Serve inoltre conoscere il valori 

di minimo e di massimo del profilo ὧᾀ. Questo, viene quindi campionato con 

passo ὅᾀ , a partire dal valore ὅᾀ , fino a raggiungere il valore ὅᾀ . 

Per ogni valore di ὧᾀ così campionato, vengono calcolati una serie di valori 

Ὧ. Questi sono ricavati campionando linearmente l'angolo di emissione — 

nell'intervallo πЈȟωπЈ, con passo — . Per ogni angolo —, viene calcolato il 

relativo coefficiente Ὧ in base alla (3.1): 
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Infine, dopo che sono stati calcolati tutti i vari Ὧ, vi è una fase in cui i va-

lori troppo simili vengono scartati. Questo controllo tra due k differenti viene 

svolto calcolando i rispettivi angoli per ogni possibile valore ὧᾀ preceden-

temente campionato: 

— ὥὶὧέίὯϽὧᾀ  

— ὥὶὧέίὯϽὧᾀ  

(6.3) 

Affinché uno dei due Ὧ non venga scartato, deve esistere almeno un valore 

ὧᾀ per cui la differenza tra — e — superi il valore di soglia — . 

6.2.2 Implementazione 

Come già detto, RT2 necessita delle PTT e PTD per ogni coppia di quote 

di emissione e ricezione ᾀ, ᾀ. Il loro calcolo online ad ogni utilizzo dell'algo-

ritmo appesantirebbe troppo i tempi di computazione, in quanto per il calcolo 

di queste dovrebbero essere svolti i calcoli integrali di 

 ɝ ȟ ɝ ȟ ɝ ȟ ʍ ȟ ʍ ȟ ʍ .                                (6.4) 

La computazione a priori per qualsiasi coppia ᾀ ,ᾀ  possibile risulta 

anchôessa non realizzabile a livello pratico. Il motivo di ciò è che la mole di 

dati da memorizzare sarebbe troppo elevata. In questo scenario la dimensione 

dei dati sarebbe proporzionalmente lineare al numero di k campionati e qua-

dratica rispetto al numero di campioni di profondità ᾀ presi in considerazione. 



 56 

Per questo motivo è stata scelta una soluzione intermedia, tale da richiedere un 

ammontare di dati minore.  

Come già illustrato, per la creazione di una PTT occorre il calcolo degli inte-

grali ɝ ȟ ɝ ȟ ɝ . Questi sono però scomponibili nella seguente forma: 

î
í

î
ì

ë

-=

-=

-=

)z,k()z,k()k(

)z,k()z,k()k(

)z,k()z,k()k(
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bzazb,a

DDD

DDD

DDD
 

(6.5)
 

dove la funzione ),( zkzD  è così definita: 

 

ЎӶὯȟᾀ   ὪὯȟᾀὨᾀ

Ӷ

ȟ                ὪὯȟᾀ
ρ

ὧᾀ ρ Ὧὧ ᾀ
 

 (6.6) 

Il valore ᾀӶ rappresenta una quota fissa di riferimento, cosicché Ў Ὧȟᾀ 

rappresenta l'intervallo di tempo impiegato dal raggio avente coefficiente k per 

raggiungere la profondità z partendo da ᾀӶ. Per semplicità ᾀӶ viene posto alla 

quota 0 metri. 

La soluzione adottata consiste quindi nel calcolo a priori e nella memoriz-

zazione di tutti i valori della funzione Ў Ὧȟᾀ per ogni coppia Ὧ, ᾀ ammissibi-

le. Proprio per questo motivo è stato necessario in primo luogo effettuare una 

discretizzazione di queste variabili. Per cui nella struttura Tab, per ogni valore 

di Ὧ calcolato in precedenza, verranno memorizzati i valori di Ў Ὧȟᾀ per o-

gni quota ᾀ compresa tra 0 metri e ᾀ  campionata a passo Ὠᾀ. Con questo 

metodo la quantità di dati da memorizzare risulta proporzionale linearmente 

sia al numero di campioni della variabile Ὧ che di  ᾀ. 

I valori della funzione Ў Ὧȟᾀ vengono elaborati approssimando i calcoli 

integrali a delle sommatorie: 

ЎӶὯȟᾀ В ὪὯȟᾀ ϽὨᾀ  ;       ᾀ= Ὥ ϽὨᾀ  ;       ὔ  

(6.7) 
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Per rendere più preciso il calcolo di tali valori è possibile approssimare gli 

integrali usando un valore Ὠᾀ  inferiore al valore Ὠᾀ. In generale dovrà 

valere il vincolo: 

Ὠᾀ Ὠᾀ                                          (6.8) 

 

Per quanto riguarda la creazione delle PTD il procedimento è analogo. Gli 

integrali ʍ ȟ ʍ ȟ ʍ  possono essere scomposti nel seguente modo: 
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(6.9) 

dove la funzione ”Ὧȟᾀ è così definita: 

”ӶὯȟᾀ   ὫὯȟᾀὨᾀ

Ӷ

ȟ                     ὫὯȟᾀ
Ὧὧᾀ

ρ Ὧὧ ᾀ
 

 (6.10) 

Come nel caso del calcolo delle PTT, ᾀӶ viene posto alla quota 0 metri. A-

nalogamente al caso precedente il calcolo integrale viene approssimato da una 

sommatoria mediante lo stesso passo Ὠᾀ  usato in precedenza: 

”ӶὯȟᾀ В ὫὯȟᾀ ϽὨᾀ  ;      ᾀ= Ὥ ϽὨᾀ  ;      ὔ  . 

(6.11) 

Questa procedura presenta alcune varianti nel caso in cui si presentino 

raggi vincolati all'interno di un canale acustico. Questa eventualità viene veri-

ficata facendo una ricerca lungo il profilo di velocità ὧᾀ per ogni quota ᾀ 

campionata in precedenza. Affinché un raggio avente parametro Ὧ sia ammis-

sibile nella quota ᾀ deve soddisfare la seguente condizione: 

Ὧ                                                (6.12) 
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Se il raggio risulta essere ammissibile per ogni profondità ᾀ, le quote ᾀ e 

ᾀ saranno rispettivamente pari a 0 metri e alla profondità massima del fonda-

le ᾀ . In caso contrario ᾀ verrà scelto come la quota minima dove il raggio 

rispetta le condizioni di ammissibilità e ᾀ la relativa quota massima. In que-

sto caso i valori delle funzioni Ў Ὧȟᾀ e ʍ Ὧȟᾀ verranno calcolati per ogni ᾀ 

campionato contenuto nell'intervallo [ᾀȟᾀ]. Sarà inoltre posto ᾀӶ ᾀ. 

Dalla conoscenza di tutti i valori Ў Ὧȟᾀ e ʍ Ὧȟᾀ è inoltre possibile ri-

cavare il  periodo temporale ὝὯ e il periodo radiale ὙὯ di ogni raggio. Es-

sendo Ў Ὧȟᾀ  lôintervallo temporale necessario affinch® venga raggiunta la 

quota ᾀ partendo da ᾀ, il periodo temporale è calcolabile come: 

 

 

ὝὯ ς ЎӶὯȟᾀ                                          (6.13) 

 

Analogamente il periodo radiale è: 

 

ὙὯ ς ”ӶὯȟᾀ                                      (6.14) 

 

 

Una volta a disposizione tutti i valori di Ў Ὧȟᾀ e ʍ Ὧȟᾀ il calcolo di 

ὖὝὝὯ e ὖὝὈὯ viene svolto come già illustrato in precedenza nel Ca-

pitolo 4: 
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 (6.15) 

In definitiva si può dire che, a seguito del calcolo offline della struttura 

Tab, la creazione online delle PTT e PTD richiede un esiguo numero di sem-

plici operazioni di somma, sottrazione e modulo. 
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6.3 RT2 

Come già detto questo algoritmo permette di effettuare stime di distanze 

radiali sulla base di un dato tempo di volo †. Questo ¯ lôintervallo temporale 

che intercorre dallôemissione del fascio acustico alla ricezione del primo rag-

gio. RT2 necessita della conoscenza di PTT e PTD per un numero sufficiente 

di coefficienti Ὧ. Per questo motivo, sfrutta la struttura Tab spiegata preceden-

temente. 

6.3.1 Dati di input  e campionamento delle variabili 

I dati di input per il funzionamento dellôalgoritmo RT2 sono i seguenti: 

¶ Tab: permette di conoscere le PTT e PTD desiderate sfruttando i calcoli 

eseguiti offline; 

¶ ὸ : tempo di vita massimo di ogni raggio; 

¶ ὶ : distanza radiale massima percorsa da ogni raggio; 

Per quanto riguarda il campionamento delle variabili, rimane lo stesso ef-

fettuato per la parte offline Tab. 

6.3.2 Implementazione 

Le PTT e PTD contengono i valori dei tempi (ʐȟʐȟʐȟʐ) e delle distan-

ze (ʍȟʍȟʍȟʍ) di attraversamento della quota Ú dei raggi emessi a quota Ú 

compiuti nel primo periodo di ogni raggio. Contengono inoltre i periodi tem-

porali e i periodi radiali. Questi valori vengono utilizzati per calcolare tempi e 

distanze di attraversamento per qualsiasi generico periodo Î: 

†Ὧȟὲ †Ὧ ὲϽὝὯ Ƞ        Ὥ ρȟȣȟτ 

”Ὧȟὲ ”Ὧ ὲϽὙὯ Ƞ       Ὥ ρȟȣȟτ 

(6.16) 

Per ciascun raggio, vengono calcolati tempi e distanze di attraversamento 

per ogni periodo finché non venga superata una condizione di tempo massimo 

o di distanza massima. Questa serie di punti tempo-distanza identificano varie 

curve. Queste sarebbero curve continue se il numero di Ὧ campionati fosse in-

finito. Ognuna di esse identifica una famiglia di raggi che raggiungono la quo-

ta di ricezione Ú. Sorge quindi il problema di come suddividere la serie di 
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punti in modo tale da formare le suddette curve. In primo luogo è sufficiente, 

per identificare le famiglie, suddividere i punti a seconda del numero di perio-

di compiuti ὲ e allôindice É a cui sono riferiti  ʐὯȟὲ e ʍὯȟὲ. In caso non si 

abbiano canali acustici, è dimostrato per via teorica che i periodi 4Ὧ e 2Ὧ 

sono crescenti allôaumentare del parametro Ὧ. Per cui anche i valori ʐὯȟὲ e 

ʍὯȟὲ seguiranno lo stesso andamento. Allôesterno del canale quindi, ordi-

nando la serie di punti tempo-distanza in base ai relativi Ὧ, essi risulteranno 

ordinati per valori temporali e radiali. Questa ipotesi non risulta più valida 

quando si abbia a che fare con raggi vincolati da canali acustici. Nonostante 

lôandamento di periodi temporali e radiali non sia pi½ crescete, ¯ stato però ve-

rificato che essi sono comunque tra di loro concordi. 

Nel caso vi siano canali acustici, ¯ necessario compiere unôulteriore sud-

divisione allôinterno di ogni famiglia definita dalla coppia di valori ὲȟὭ. Aven-

do calcolato tutte le coppie tempo-distanza per ogni valore Ὧ allôinterno della 

famiglia, la suddivisione nelle due sottofamiglie avviene verificando qual è il 

Ὧ limite per cui è rispettata la condizione di crescita di tempo e distanza. A se-

guito di questa suddivisione occorre, per entrambe le sottofamiglie, effettuare 

un ordinamento della serie di punti in base alla distanza di ognuno di essi. Or-

dinando in base ai tempi il risultato sarebbe identico poiché, come già detto, 

gli andamenti di tempi e distanze in funzione del valore Ὧ risultano concordi 

tra loro sia allôinterno del canale che al suo esterno.  

Avendo compiuto questa suddivisione tra famiglie di soluzioni, 

lôidentificazione delle possibili distanze percorse per un dato tempo † è molto 

semplice. È sufficiente identificare per ogni curva, il valore di distanza corri-

spondente al tempo di volo desiderato. Per fare ciò occorre in ogni curva tro-

vare i due punti (ὸȟὶ), (ὸȟὶ) i cui tempi ὸ e ὸ siano il più vicino possibile 

al valore †. Inoltre questi devono rispettare il vincolo †ɴ ὸȟὸ . Se per una 

famiglia di soluzioni non è possibile trovare i due punti che soddisfino il vin-

colo si può dire che essa non ammette soluzioni per il tempo †. In caso contra-

rio, il valore di distanza stimato viene calcolato come: 

ὶ
ὶ ὶ

ὸ ὸ
 † ὸ ὶ 

(6.17) 
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Per permettere una corretta interpolazione nel caso in cui il punto destro al 

valore † si trovasse a ridosso dei valori limite ὸ  o ὶ , per ogni famiglia 

deve essere calcolato il primo raggio che superi uno di tali vincoli. 

Va ora affrontato il problema di come selezionare la soluzione tra tutte le 

distanze candidate. Per ogni possibile soluzione ὶ, in maniera del tutto analoga 

alla procedura appena illustrata, viene cercato il corrispettivo tempo di volo in 

ogni curva di soluzioni. Tra tutti i valori temporali così trovati viene seleziona-

to quello più piccolo. Se questo risulta essere minore del tempo †, la soluzione 

ὶ in analisi deve essere scartata. La motivazione di ciò è data dal fatto che se ὶ 

fosse la vera distanza tra emettitore e ricevitore, il raggio con tempo di volo † 

non sarebbe stato il primo ad essere ricevuto. Nel caso in cui questa procedura 

scarti tutte le soluzioni candidate, si è scelto di selezionare come valida quella 

a distanza ὶ maggiore. È stata fatta questa scelta poiché in questi casi è proba-

bile che esista una curva di soluzioni a distanza maggiore, la quale presenti pe-

rò delle discontinuit¨ proprio nellôintorno del tempo † cercato per via del cam-

pionamento svolto sui valori Ὧ. Questo fenomeno sarà evidente nel Capitolo 9,  

nel quale verranno mostrati i risultati ottenuti. Per cui, tra tutte le distanze 

candidate, la distanza ὶ maggiore è quella che più si avvicina alla soluzione 

vera. 

6.4 Ray Simulator 

Questa parte del software è finalizzata alla simulazione delle traiettorie ve-

re e proprie dei raggi acustici. Questa viene eseguita mediante integrazione 

della legge di Snell, che ricordiamo essere: 

]
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-[      ;     ])(/1,0[
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cos
       ;        )(cos

pp
q

q
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o

o zc
zc
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(6.18) 

Lôintegrazione viene svolta nel tempo e permette di calcolare quote e di-

stanze radiali per ogni generico istante di tempo ὸ: 

ᾀὸ ὧᾀ† ÓÉÎʃÚʐ Äʐ  ᾀ 
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ὶὸ ὧᾀ† ÃÏÓ—ᾀ† Äʐ 

(6.19) 

dove la funzione —ὸ è ricavata mediante inversione della legge di Snell:  

—ᾀ ÁÒÃÃÏÓὯ ὧᾀ                                   (6.20) 

La simulazione delle traiettorie effettuata tramite Ray Simulator genera una strut-

tura dati in grado di memorizzale, la quale viene denominata Ray Simulation. 

6.4.1 Dati di input e campionamento delle variabili 

I dati necessari per creare Ray Simulation sono i seguenti: 

¶ ᾀ: è la quota di emissione del fascio di raggi 

¶ ᾀ: è la quota di ricezione 

¶ ὸ : tempo di vita massimo di ogni raggio 

¶ ὶ : distanza orizzontale massima nella quale simulare i raggi 

¶ Ὠὸ: step di integrazione della legge di Snell per il calcolo della traietto-

ria 

¶ ὸέὸὙὥὫὫὭ: è il numero totale di raggi di cui calcolare la traiettoria 

Come nel caso del calcolo di distanze parziali in Tab, occorre trasformare 

il problema da continuo a discreto. In questo caso è necessario campionare la 

variabile tempo e una serie di angoli di emissione degli impulsi acustici. 

Il tempo viene discretizzato a passo fisso mediante un parametro definito a 

priori e chiamato Ὠὸ. Gli angoli vengono invece campionati nellôintervallo 

ωπЈωπЈ. Ĉ da notare per¸ che allôinterno di questo intervallo si pu¸ verifi-

care la possibilità che ci sia un sottointervallo di angoli corrispondenti a raggi 

che non raggiungano mai la quota di ricezione ᾀ. Ciò si verifica quando, in 

presenza di canali acustici, il range di quote allôinterno delle quali il raggio 

può viaggiare, non comprenda ᾀ. Questa evenienza è facilmente verificabile 

analizzando il profilo di velocità ὧᾀ. Massimizzando lôequazione (6.18), si 

ricava il valore Ὧ massimo per cui un raggio possa raggiungere ᾀ: 
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Ὧ  
ρ

ὧᾀ
 

(6.21) 

Per cui considerando il fascio di raggi emessi da ᾀ verso il basso, si può 

ricavare lôangolazione minima necessaria a poter raggiungere la quota ᾀ: 

— ὥὶὧέί
ὧᾀ

ὧᾀ
 

(6.22) 

 

Per quanto riguarda i raggi emessi verso lôalto lôangolazione massima per 

raggiungere ᾀ è pari al valore — . La variabile — va quindi campionata nei 

due intervalli ωπЈȟ— ], — ȟωπЈ. 

6.4.2 Implementazione 

Avendo effettuato la discretizzazione delle variabili angolari e temporali, 

può essere ora affrontato il problema del calcolo delle traiettorie. Questo con-

siste nel calcolo di una sequenza di punti, che a partire dalle coordinate di e-

missione del raggio, superi un tempo di vita massimo del raggio, o un range 

limite massimo.  

Per ogni generico punto ὶȟᾀ  della traiettorie, occorre calcolare la varia-

zioni di range e di profondità durante lôintervallo di tempo Ὠὸ, definite rispet-

tivamente Ὠᾀ e Ὠὶ. Queste permettono il calcolo del punto ὶ ȟᾀ : 

ᾀ ᾀ + Ὠᾀ 

ὶ ὶ + Ὠὶ 

(6.23) 

Nella struttura dati relativa alle traiettorie si è deciso di inserire per ogni 

punto, oltre alle coordinate ὶ e ᾀ, il corrispondente valore temporale definito 

come ὸ. Esso è calcolabile come: 

ὸ ὸ Ὠὸ                                          (6.24) 
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Bisogna tenere conto per¸ dellôevenienza nella quale si presenti una rifles-

sione del raggio. Ciò avviene quando la traiettoria raggiunge le quote limite ᾀ 

o ᾀ. In questo caso può capitare che la quota ᾀ , calcolata come già detto in 

base alla variazione durante il periodo temporale Ὠὸ, sia esterna allôintervallo 

ᾀ ȟᾀ . In questa evenienza occorre calcolare le variazioni Ὠᾀ e Ὠὶ per un in-

tervallo temporale Ὠὸ Ὠὸ. Per i casi in cui non avvengono riflessioni 

nellôintervallo di tempo Ὠὸ, verrà posto Ὠὸ Ὠὸ. Quindi il tempo ὸ è gene-

ralmente calcolabile come: 

ὸ ὸ  Ὠὸ ȟ      Ὠὸ Ὠὸ                          (6.25) 

Pertanto ogni punto inserito nella struttura dati contenente una traiettoria sa-

rà identificato dalla tripla di coordinate range-profondità-tempo ὶ ȟᾀȟὸ .Il 

punto di partenza di ogni traiettoria originata dalla quota di emissione ᾀ sarà 

πȟᾀȟπ.  

Verrà ora affrontato il problema del calcolo delle variazioni ὨὶȟὨᾀ e Ὠὸ. 

Assumendo che il raggio acustico si propaghi con moto rettilineo uniforme a 

velocità ὧᾀ  durante lôintervallo temporale Ὠὸ, le variazioni di range e quota 

sono calcolabili come: 

Ὠὶ ὧᾀ ϽÃÏÓ—ϽὨὸ 

Ὠᾀ ὧᾀ ϽÓÉÎ—ϽὨὸ 

(6.26) 

Come si può notare occorre ora conoscere, oltre al valore Ὠὸ, lôinclinazione — 

del raggio relativa alla quota ᾀ: 

— ὥὶὧέίὯϽὧᾀ                                          (6.27) 

Avendo questi dati a disposizione vengono calcolate quindi Ὠὶ e Ὠᾀ ponendo 

in primo luogo Ὠὸ Ὠὸ. Se la quota ᾀ  calcolata in questa maniera rientra 

nellôintervallo ᾀȟᾀ  non risultano esserci problemi legati alla riflessione e il 

punto ὶ ȟᾀ ȟὸ  viene inserito nella traiettoria. In caso contrario è ne-

cessario calcolare il valore Ὠὸ per il quale il relativo ᾀ  raggiunga la quota 

limite ᾀ o ᾀ. Verrà ora denotato col simbolo ὨᾀǶ la variazione che ha portato 

la traiettoria al di fuori di una quota limite. Nel caso in cui venga superato ᾀ, 

il calcolo da svolgere è il seguente: 
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Ὠὸ  
ᾀ ᾀ

ὨᾀǶ
 Ὠὸ 

(6.28) 

Nel caso la quota violata sia ᾀ, il calcolo è il seguente: 

Ὠὸ  
ᾀ ᾀ

ὨᾀǶ
 Ὠὸ 

(6.29) 

Inoltre nel caso avvenga una riflessione, lôangolo — non viene più calcolato 

usando la (6.27), ma semplicemente come: 

— — .                                              (6.30) 

Lôangolo — ¯ lôangolo di emissione del raggio e identifica unôunivoca traiet-

toria generata dalla quota di emissione ᾀ. 

 

6.5  Ray Solver 

Questa porzione di software ha la finalità di calcolare i tempi di volo im-

piegati dal primo raggio del fascio acustico emesso ad una quota ᾀ per rag-

giungere una serie di range stabiliti a priori lungo la quota di ricezione ᾀ. A 

questo fine vengono sfruttate le traiettorie create tramite Ray Simulator. Inol-

tre è presente un meccanismo di filling  che consente di migliorare la precisio-

ne delle soluzioni. Si tratta di un meccanismo iterativo che, avendo a disposi-

zione le traiettorie create in precedenza, cerca di crearne altre in maniera tale 

che siano sempre più vicine alla soluzione desiderata. 

6.5.1  Dati di input  

I dati necessari per eseguire il solving di una serie di soluzioni sono i seguenti: 

¶ ὙὥώὛὭάόὰὥὸὭέὲ: racchiude le traiettorie calcolate in partenza 

¶ Ὠὶ: distanza alla quale posizionare una soluzione rispetto a quella pre-

cedente 
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¶ Ὡὶὶ: errore massimo tra il range della soluzione vera e quello della solu-

zione desiderata entro il quale il meccanismo di filling  cerca di aumentare la 

precisione 

¶ ὭὸὩὶὥᾀὭέὲὭ: numero massimo di iterazioni del meccanismo di filling  

Oltre a questi dati, occorre conoscere i valori ὶ  e ᾀ. Questi vengono già 

definiti in fase di creazione di Ray Simulation, per cui saranno i medesimi an-

che per Ray Solver. 

I range per i quali si vogliono calcolare i relativi tempi di volo sono distanziati 

lôuno dallôaltro della quantità Ὠὶ, sino a raggiungere ὶ . Per il range 0 metri 

non ha senso eseguire la procedura di solving poiché equivarrebbe a posizio-

nare emettitore e ricevitore nello stesso punto esatto e ciò non sarebbe realisti-

co. 

6.5.2 Implementazione 

La procedura con la quale viene identificato il raggio che per primo rag-

giunge la soluzione desiderata ¯ analoga a quanto visto per lôalgoritmo RT2. 

Le principali differenze sono dovute dal fatto che in questo caso si desidera ot-

tenere il tempo di volo necessario per raggiungere un determinato range ὶ. I-

noltre per Ray Solver, come già detto è, possibile utilizzare una procedura di 

filling  per migliorare la precisione della soluzione. 

Dalle traiettorie elaborate da Ray Solver, vengono ricavati i tempi e le distanze 

degli attraversamenti della quota ᾀ da parte di tutti i raggi simulati. Analoga-

mente a quanto avviene in RT2, questi incroci vengono suddivisi in famiglie in 

base al numero di periodi e al tipo di attraversamento. Inoltre anche in questo 

caso avviene la spartizione di ognuna di esse in due sottofamiglie. Ciò è sem-

pre dovuto alla presenza di canali acustici. Per ogni incrocio, oltre ai valori 

tempo e distanza, viene memorizzato lôangolo di emissione — identificativo 

del raggio.  

Nella procedura di solving per ogni distanza ὶ desiderata, vengono cercati 

in ogni famiglia i due incroci (ὸȟὶȟ—), (ὸȟὶȟ—) più vicini possibile ad essa 

che rispettino il vincolo ὶɴ ὶȟὶ . Il tempo di volo per raggiungere il range ὶ 

viene calcolato mediante interpolazione: 
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ὸ
ὸ ὸ

ὶ ὶ
 ὶ ὶ  ὸ 

(6.31) 

Il tempo minore tra tutti quelli ricavati tramite questa procedura viene scelto 

come soluzione. 

Per quanto riguarda la procedura di filling , ad ogni iterazione, vengono 

cercati i due raggi che circondano il range desiderato ὶ relativi al tempo di so-

luzione ottimale. Ciò avviene in maniera identica a quanto detto per il solving. 

Se vengono rispettate entrambe le condizioni ὶ ὶ Ὡὶὶ e ὶ ὶ

Ὡὶὶ non verranno eseguite ulteriori operazioni. In caso contrario, si prova a 

calcolare lôangolo — del raggio che interseca ᾀ nel range ὶ. Anche questo av-

viene mediante interpolazione: 

—
— —

ὶ ὶ
 ὶ ὶ  — 

(6.32) 

Per ogni angolo di riempimento così calcolato verrà simulato il relativo raggio 

tramite Ray Simulator. Questa procedura terminerà a seguito del raggiungi-

mento del numero di iterazioni massime. Successivamente  sarà avviata 

unôultima procedura di solving al fine di trovare le soluzioni con precisione 

migliore. 

6.6 Valutazione dell'errore  di stima 

Questo algoritmo permette di calcolare lôerrore di stima commesso 

dallôalgoritmo RT2 rispetto alla simulazione delle traiettorie. Inoltre permette 

di confrontarlo con lôerrore commesso mediante approssimazione rettilinea dei 

raggi.  

Per fare ciò viene scelta una serie di range in base ai quali posizionare il 

ricevitore. Per ognuna di queste distanze viene calcolato il relativo tempo di 

volo impiegato dal primo raggio che la raggiunge. Questo tempo è fornito dal 

simulatore e usato come input per effettuare la stima mediante RT2 e appros-

simazione rettilinea. Una volta effettuate le valutazioni delle distanze, esse 

vengono confrontate con il valore reale della soluzione per ottenere lôerrore di 

stima. 
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Lôalgoritmo di stima mediante approssimazione rettilinea viene effettuata 

mediante lôutilizzo del valore medio di ὧᾀ calcolato tra ᾀ, ᾀ e ὧӶ(ᾀȟᾀ). 

Moltiplicando ὧӶ per il tempo t ottenuto tramite la simulazione viene ottenuto il 

modulo dello spostamento effettuato dal raggio. Questo è composto da una 

parte dovuta dal moto orizzontale del raggio e da unôaltra dovuta al moto ver-

ticale. Essendo note le quote di emissione e ricezione ᾀ e ᾀ, è immediato il 

calcolo della distanza radiale percorsa. Questa è ottenuta nel seguente modo: 

ὶὙὩὸὸὧӶᾀȟᾀ Ͻὸ ᾀ ᾀ  

(6.33) 

Per ogni stima ottenuta mediante RT2 e approssimazione rettilinea, viene fatto 

un calcolo dellôerrore paragonando queste ai valori reali fissati a priori. Viene 

innanzitutto calcolato lôerrore assoluto come: 

ὩὶὶὃὦίὶὛὸὭάὥὸέὶὙὩὥὰὩ                        (6.34) 

Oltre a questo viene calcolato lôerrore relativo come: 

ὩὶὶὙὩὰὩὶὶὃὦίȾὶὙὩὥὰὩ                              (6.35) 
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Capitolo 7 

Graphic User Interface 

L' interfaccia grafica creata è suddivisa in varie schede. Alcune di queste 

hanno lo scopo di raccogliere dati di input dall'utente, mentre le altre servono 

a mostrare i grafici richiesti nei requisiti del software. L' interfaccia permette 

inoltre di selezionare e/o caricare una tabella creata tramite Tab Creator  e 

salvare e/o caricare una simulazione elaborata da Ray Simulator. 

Le schede che permettono di raccogliere i dati di input sono le seguenti: 

Table: si possono selezionare gli input e creare la tabella. 

Plot: consente la creazione di quattro tipi di grafico differenti: 

¶ TDPlot: crea un grafico Tempo-Distanza. 

¶ dt/dk Plot: crea un grafico avente i valori Ὧ sulle ascisse e le derivate 

del tempo rispetto a Ὧ sull'asse delle ordinate.  

¶  Range Trajectory: crea un grafico delle traiettorie con le distanze 

sull'asse delle ascisse e le profondità sull'asse delle ordinate.  

¶ Time Trajectory: crea un grafico delle traiettorie con i tempi sull'asse 

delle ascisse e le profondità sull'asse delle ordinate. 

Distance Evaluator: Consente lôinserimento dei dati necessari alla creazione di 

una simulazione tramite Ray Simulator. A seguito di ciò è possibile elaborare 

un grafico dellôerrore di stima mediante lôutilizzo di Ray Solver e di RT2. 

7.1 Plot Tempo-Distanza 

In questo grafico vengono riportati dei punti corrispondenti a PTT e PTD 

per ogni raggio contenuto nella struttura Tab. Queste vengono calcolate per 

una coppia di quote ᾀ, ᾀ fissate a priori. Inoltre occorre stabilire un tempo 

massimo e una distanza massima. Questi valori occorrono a rendere periodici i 

raggi entro un limite massimo di tempo e distanza. 

Le coordinate di ascisse e ordinate del grafico sono rispettivamente tempo 

e distanza impiegate dal raggio in questione per raggiungere la quota ᾀ par-
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tendo da ᾀ. Per ciascun periodo di ogni raggio, nel grafico vengono riportati 

quattro punti aventi le seguenti coordinate: 

ὸ †Ὧ ὲϽὝὯȟ      Ὥ ρȟȣȟτ 

ὶ †Ὧ ὲϽὙὯȟ      Ὥ ρȟȣȟτ                          

(7.1) 

dove il valore n rappresenta il numero intero di periodi del raggio. 

In questo grafico è possibile visualizzare, per ogni punto, il valore Ὧ iden-

tificativo del raggio corrispondente, il numero di periodi percorsi o infine il ti-

po di intersezione con lôasse ᾀ. Per visualizzare questôultimo dato viene defi-

nita una variabile † che può assumere i seguenti valori: 

¶ † ρ: il raggio raggiunge la quota ᾀ in maniera diretta senza compie-

re riflessioni né su ᾀ né su ᾀ. 

¶ † ς: il raggio, dopo aver attraversato ᾀ in maniera diretta, si riflette 

alla quota ᾀ per poi raggiungere nuovamente la quota ᾀ 

¶ † σ: il raggio compie una riflessione su ᾀ per poi raggiungere la 

quota ᾀ 

¶ † τ: il raggio si riflette prima su ᾀ, in seguito su ᾀ, per poi rag-

giungere la quota ᾀ . 

Nel grafico è inoltre possibile selezionare quali tipi di curve visualizzare 

in base al valore † o al numero di periodi. 
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Figura 7.1:   Plot Tempo-Distanza-k 

 

Figura 7.2:   Plot Tempo-Distanza-Periodi 

 

Figura 7.3   Plot Tempo-Distanza-†   


