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Capitolo 1

Introduzione

La localizzazione di veicoli autonomi in ambiente sottomarino € un problema di
complessita notevole, in quanto risente di forti non linearita. Sott'acqua infatti non é
possibile rilevare la distea di un emettitore acustico tenendo in considerazione
soltanto il tempo di volo del segnale.

E' necessario considerare la legge di propagazione dei raggi acustici, applicata per lo
specifico profilo di velocita nella zona desiderata nonché altre leggamdittere
fisico.

| sistemi di localizzazione ad oggi conosciuti presentano grossi limiti nei tempi di
calcolo, rendendo difficile un impiego su AUMutonomous Underwater Vehicle)
Tuttavia vi € un forte interesse per I' argomento in questtanéo dgportarein vita
diversi metodi per consentire la navigazione subacquea autohsistemi piu tipici

sono i cosiddettbase lingdeclinati in diverse forme. La tipologia deltegbaseline

si basa su trasponder ancorati al fondale marino, l'installazdlenguali richiede
lunghi tempi di messa in opera @librazione. La navigazione pugrocedere
seguendo le luci acustiche fornite dai trasponder. | sisstimited ulta short base
line, si basano su un concetto simile al precedenéesono caratterizzati da array di
fari acustici molto pit ravvicinati, consentendo nel globale una struttura tanto
compatta da essere installata sulla chiglia di una imbarcazioappadiggio. Con
questo approccio @ossibile anche calcolare importantitiddall'imbarcazione e
inviarli allAUV. Per quantfficace il sistema non pud peedsere considerato una
soluzione per consentire t@vigazione completamente autonoma. Per altra via si e
cercato disfruttarele esperienze acquisite e consolidate de#iaigazione in aria:
sono stati proposti metodi basati su un utilizzo mist@GEiIS e sistemi di bordo
inerziali. Al fine di ottenere buoniisultati con questi metodi si@bbligati a montare
attrezzature molto costose sV, senza contare la necessiti tornare
periodicamente in superficie per compensare l'error&RA3a

Inizialmenteverra effettuatain approfondimento sulla teoria dei ragghechiarisce

gli aspetti legati allgpropagazione del suono in marepstrando come questa sia
influenzata déa caratteristiche & mezzo, fortemente variabile dalla profondita.
Verranno infinepresentati i risultati teorici e le basi necessarie per la comprensione
dell'algoritmo recentementelaboratodagli autori G. Casalino, A. Caiti et al.,
chiamatoRT2 Red Time Ray Tracing



Capitolo 2

Propagazione acustica subacquea

2.1 Il suono e il mare

La velocitadi propagazione di un‘onda, sia essa acustica o0 meno, dipende
come noto dal mezzo. E' comunemente noto che undateierminante per la
velocita éla densita delllambiente, questo anche alla luce di esempi pratici
come la velocita del suono via via crescente se il meadtm stato gassoso,
liquido o solido. Ma questo fattore nonl@nico. In particolare per un‘onda
acustica propagazione deénergia meccanica, si necessita di un secondo fattore
fondamentale: ¢lasticitg individuata dal modulo di Young [0 7a ]. Per una
prima idea sulla variazione della velocita del suona fi consideriamo la
formula:

S
1O |

(2.1)

Dove U & una costante dalle opportune dimensioni fisiche @74 la
densita. A parita di altri fattori quindi un aumento di densita porta ad una
diminuzione della velocita del suono. Naturalmente esistono altri fattori che
influenzano direttamente o indirettamente la velocita del suono, ad esempio
viene facile intuireche la stessa densita puo variare nel mezzo considerato in
funzione della temperatura. Similmente anche la velocita del suono in acqua
varia in modo complesso, nadel tutto compreso. Una buona approssimazione
puo essere ottenuta considerando come varialipendenti la temperatura,

la salinita e la profondita, parametro strettamente legato alla pressione; questa
approssimazione prende il nomdatimula di Wilson

O PTHBW TP TV THINTNL W p& T TWE Y ouv WipWp

(2.2)



dove la velocitadel suono € in metri al secondo, la temperatura in gradi
Celsius, la profondita in metri e la salinita i , dractical salininity scale.

Da tale formula e da dati sperimentali su temperatura e salinita, possiamo
dedurre un andamento tipico per Valocitd del suono in rapporto lal
profonditd, come quello riportato in figura2.{). Come ulteriore
approfondimento possianusservarén figura 2.2)

Sound Speed (md's)

Figura 2.1: Andamento tipo della velocita del suono in mare. Tratta da Jen&én et
Computationabcean acoustics, cit. in][

I' andamento delle singole variabili e quanto ciascuna pesi sulla variazione di
velocita del suono con la profondita. Mentre l'influenza della salinita su larga
scala € ridotta, il contributo di tipo lineare dellaumento difgrdita porta
notevole variazione sulla velocita del suono per profondita maggiori di 1000
1500 metri. Nelle quote in-0000 metri, inveceé decisamente piu marcato il
contributo dovuto alla temperatura. Si possono distinguere due zone. La prima,
fino a 300 metri circa, risente molto delle particolari condizioni ambiental
come ad esempio la latitudine o farticolare stagione in cui vengono
effettuate le misure. La seconda, piu in profondita, all'incirca tra i 400 e i 1000
metri, & caratterizzata dal siddettod Qi & ¢ capeiriCipakes una zona
caratterizzata da un rapido abbassamento di temperatura che induce una
diminuzione della velocita del suono, fino ad un valore minimo che

1Anders Celsius (Uppsala, 17011744)
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Figura 2.2: Influenzadei principali parametri sul'andamento della velocita del
suono. Tratta da Jensen et Al.,, Computational ocean acoustias,[1].

puo scendere fino a 1400 metri al secondo. Al di sotto di tale quota le
variazioni di temperatura si fanno estremamepia contenute e, di
conseguenza, meno influenti. All'atto pratico per il calcolo della velocita del
suono tramite lgormula (2.2) si ricorre alla misura diretta delle funzioni
“Ya edi a , lasciando cosi la velocita direttamente calcolabile per ogni
profondita diinteresse. Per la temperatura di regoladotta la scala pratica
standardizzatdD"¥99. Per le misurazioni dirette si ricorre spesso a termo
resistori, elementi che variano sensilgime ed in maniera nota la loro
resistenza al passaggio della corrente in funzione della temperatura. La
calibrazione viene eseguita interpolando tra loro i punti di riferimento:

1 punto triplo dell'acquarn® T4
1 punto di fusione del Galliog & ¢ T X
1 punb di solidificazione dell'indiop va&p w X 3

La definizione diic & "QEnf@IOSi presta ad un utilizzo pratico per la
misurazione:

Definizione 1.La salinita di una soluzionedata dalla quantita in grammi di
materiali disciolti in un chilo dacqua.
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Talvolta per gli oceani si parla, o meglio si parlavapdi "Qkif€éndos
implicitamenteal fatto che lanaggior partedi elementi disciolti sonanioni,
molecole cariche negativamente, piu spesso di dipo. L'alinita, basata
principalmente sumisure di densita, viene misurata fin@ i TR Qa Q¢ € Q

(ppm).

Acqua Dolce Acqua Salmastra| Acqua Salata Salamoia
450 ppm 500-30000 ppm | 3000650000 ppm 50000 ppm

Piu recentemente stata raffinata dagli oceanografiPaactical Salinity Scale
universalmente usata sia per i mari che per gli oceani, atrodiuzione della
relativa unitadi misura inf i , ®ractical salinity Units Essacorrispondente al
rapporto tra la conduttiat di un campione di acqua di mare e quella di una
soluzione standard & Cl formata da 32356 grammi di sale disciolti in 1
chilogrammo di soluzione in condizioni standard, cosi che una misura di 35
N i éottenuta se itcampione ha una conduttivita parquella di un chilo di
soluzione contenente 35 grammi di cloruro di potassio disciolti.

Principali strumenti di misura per temperatura e salinita sono gli XBT ed i
# 4 $eXpendableBathy Thermograph eConductivity TemperatureDepth
profiler. Entrambi sono basati su sonda in caduta ad una velocita nota,
calcolata come bilancio tra le forze gravitazionali, di Archimede e di
resistenza. Durante la caduta la sonda invia i segnali a bordo con le misure dei
dati di interesse, tipicamentemperatua, salinita e pressione, associati alla
guota di misura. Sostanzabifferenza tra i dustrumentié la caratteristica
dell'’XBT di essereéor) ‘Qi ‘Qjaisd@dda invia dati fino al raggiungimento del
fondale, dove si interrompera il collegamento sdada viene abbandonata.

2.2 Equazione delle onde

Prendiamo in considerazione un fluido e studiamo il comportamento di un
suo elemento di volume infinitesimo. Per ricavare una formula in grado di
descrivere la propagazione di informazione nel mezzartiamo
dall'applicazione di leggi piu basilari. In primo luogo imponiamo un bilancio
di massa nel volume:

(2.3)
In aggiunta consideriamo la seconda legge di Newton, nella fazmook di

10



Eulero per la fluidodinamica, e I'equazione adiabatica di stato per la pressione:

o Gined g
) wn
(2.4)
T, phn. =
—- Q" S—° Q" E
AU ¢ 1
(2.5)

dove abbiamo indicato capla pressione, coh la densita e com la velocita
del fluido. Il pediceYsta ad indicare che le derivate sono da intendersi
eseguite ad entropia costante.

Per semplificare il problema facciamo l'ipotesipitcole perturbazioni
imponiamo il pedicatalle grandezzésicheriferite alla condizione di quiete,
prima dell'arrivo del fronte d'onda, ed indichiamo conaaal apice le piccole
oscillazioni delle grandezze attorno alla condizione di equilibrio; allora per
pressione e densita risulta:

n=n+n (2.6)

” ” +” (2.7)
Queste possono essere sostituite nelle equazZd®)i(R.5), cosi da ottenere
una formulazione irfunzione delle sole quantita variabili. Ma un'ulteriore

passo puo essere fatto linearizzando le equazioni, tralasciando quindi i termini
di ordine superiore al primo:

— " on :j"l
T o
(2.9)
L S
ro 7
(2.9)
” ” (I)
(2.10)
dove si épostowo D — , risultera poi essere la velocita del suono nel

mezzo.
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Considerando che tipicamente i tempi di variazione delle grandezhé sic
medie sono di gran lunga maggiori rispetto ai tempi di propagazione delle
onde, possiamo consideedr , | e @ tutte indipendenti dal tempo, con
relative derivate nulle. Con queste osservazioni e alcuni passaggi matematici
possiamo otteneré®1n 6 @ ' WO & @AHCNQE Qan due formulazioni
diverse. In termini dpressione otteniamo:

n —_——

N Tro T

(2.11)
invece evidenziando la velocita:
. )
?n "N b T— 11
To

(2.12)

In entrambe le precederformule, e da qui in poi, verra omesso l'apige
poiché sara sempre fatto riferimento ai termini oscillatori.

Dal punto di vista matematice interessante notare come dalle due
equazioni 2.11) e @.12 ci si possa ricondurre ad altre due formalmente
uguali tra loro, attraverso l'introduzione di opportuni potenziali.

Potenziale di spostamento

Partendo dalla 24), scriviamo la velocita come derivata dello
spostamentdl 1 “I7 o Se introduciamo una nuova variabile definita
come potenziale di spostamento

T oy, (2.13)

allora si puo dimostrare che vale la seguesqeazione delle onde per il
potenziale di spostamento

T

n _—
T

Tt
(2.14)

Considerando anche le equazioRi3 ed @.5 otteniamo la relazione tra la
pressione ed il potenziale di spostamento

N on ¢
(2.15)
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dove si & posto " ®, l'equazione costitutiva2(15) & stata ottenuta nelle
ipotesi di un fluido ideale, isotropo, linearmente elastico secondo la legge di
Hooké.

Potenziale di velocita

Riferendoci alla 2.12, se consideriamo la densita costante, o almeno
lentamente variabile rispetto alle altre grandezZme gioco, possiamo
semplificare la relazione introducendo un potenziale di velocita:

T % (2.16)

Sostituendo nel secondo termine delldl®), possiamo raccogliere l'operatore
gradiente:

v T %o
n wn %o :

(2.17)
Naturalmente #inché questa sia verificata si deve annullare il termine

contenuto nelle parentesi:

(2.18)

Questo rappresentaquazionéQ Q €& MMNG ¢ 0 Q¢ R NOG B 0 QO

Le formulazioni 2.14 e .18 appena ricavate non tengono conto di
eventuali sorgenti. L'onda acustica puo essere prodotta da un generatore che
rimane attivo per un tenggfinito. Lo studio dell'onda in quel tempo deve tener
di conto della presenza di una forzante, quindi, prendendo ad esempio
I'equazione per il potenziale di velocita, risulta:

pT %o .
n % - T Q@0
w?'! o

(2.19)

“Robert Hooke (Freshwater, Isola di Wight, 163®ndra, 1703).
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Equazione di Helmholtz

Il problema proposto in2(19 puod essere ridotto di dimensione operando
una trasformazione secondo Fourier:

"Q0 C£ QA Q Q)
(2.20)
"Q MO Q Qo
(2.21)
La relazione che ne risultapmprendendo anche la forzantd,eguazione di
Helmhotz per le onde

no Qi ik QiR (2.22)

(2.23)

Nellequazione ottenuta l'ordine € ridotto a tre, ottenendo una forma piu
semplice, di contro il risultato dovra essere antitrasformato secondo Fourier
come in R.21).

A seconda delle condizioni di esercizio pud tornare utile scrivere
I'operatore di Laplaein coordinate cartesiane, cilindriche o sferiche. A titolo
di esempio nel caso di emettitore immerso a grande profondita in acque alte
risulta naturale la scelta di un sistema sferico. L'equazione omogenea di
Helmholtz per questo caso é:

o1 .1

i_'|'_ilTi Q7T 1 L1
(2.24)
la quale ha soluzione
on Q
2.25
( 67 Q (2.29)

che indica la contemporanea presenza di una componente d'onda divergente ed
una convergente, entrambe con ampiezza che decass co.
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2.3 Teoria del raggi

L'utilizzo diretto dell'equazione delle onde implica la risoluzione numerica
di equazioni differenziali alle derivate parziali, dispendiosa in termini di costi
computazionali. Utilizzare questa via per la localizzazione acustica real time
di robot autonomirichiederebbe un forte aggravio di costi per potenza di
calcolo da montare a bordo. Per semgdife drasticamente il problema e
necessario abbandonare definitivamente una visione di insieme deltiefida,
guale se ne tiene costantemente presente ipodamento in tutto il suo
complesso. Un buon modo di procederguello di pensaral'onda comead
una serie di raggi estremamente ravvicinati, ma indipendenti I'uno dall'altro;
cosi facendo possiamo seguire un raggio in particolare e studiarne tarieaiet
in funzione delle condizioni ambientali che incontra. Tralasciando i dettagli
matematici, al di la degli scopi di questa tesi, € importante sottolineare che per
ottenere delle buone approssimazioni nei risultati, € necessario fare l'ipotesi di
operae ad alte frequenzeRicordando la relazione che lega la lunghezza
d'ondas-con la frequenzé

%)
= “Q
(2.26)

possiamo considerare validi i risultati ottenuti con l'approssimazione alla
teoria deiraggi se vale:

A (2.27)

per le grandezze di interesse. Questa ipotesi da una parte limita nella pratica i
tipi di segnale utilizzabili, anche se ntamtoper difficolta tecnica di emettere

a basse frequenze, ma da un‘altra limita I'estensione dello scenat@ per
come vedremo, al di sopra di certe frequenze il seghaleggetto a forte
attenuazioneda partedel mezzo. Di fatto per applicare i risultathe
illustreremo occorre ponderare le frequenze da utilizzare per il segnale di
comunicazione cercando un equilibrio keadistanze da coprire, l'attenuazione

del segnale, le frequenze a cuitécnicamente piu agevole ed economico
operare.
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2.3.1 Legge di Snell

Lalegge di Snefldescrive il comportamento dei raggi, indipendentemente
dalla loro natura, sia all'interno del loro mezzo di propagazione sia nel
passaggio tra due mezzi differenti, legando l'inclinazione del raggio alla sua
velocita di pppagazione nel mezzo.

Piu nel dettaglio ldegge di Snelafferma che:

AlT-6 . .
- WEIL O
®

(2.28)

in altre parole ci dice che per ogni singolo raggio, in ogni punto del suo
percorso, rimane costante il rapmortra la sua velocitée l'angolo di
inclinazione—-anche detto angolo drazingo angolo drradenza intendendo

con cio, nel nostro caso, I'angolo che la direzione di propagazione del raggio
forma con una retta orizzontale. Si conviene di prendere il segnivpqser
l'angolo se il raggio @iretto verso zone a profondita maggfor®uesta legge
rappresenta di fatto un vincolo, definito tramite i valori inizialodk e—,

a cui ciascun raggio deve sottostare durante il suo percorso. Come abbiamo
visto, le variazionidi velocita del suono possono essere considerevoli al
variare della profondita o di altri parametri. Ipotizzando uno scenario a profilo
di velocita costante nello spazio possiamo studiare l'influenza della legge di
Snell sulla traiettoria dei raggi acustiRiferiamoci, per fissare le idee, alla
figura 2.1 ed immaginiamo un emettitore acustico posto in corrispondenza
del minimo di velocita. Consideriamo un raggio acustico inizialmente uscente

con un angolo di radenza — -. Durante il suo percorsib raggio puo

solo incontrare zone caratterizzate da una velocita maggiore. Dalla legge di
Snell segue che la sua inclinazierdeve diminuire. Questo continua a valere
fino a che il raggio non raggiunge la direzione orizzontale. Da qui in poi,
come avreno modo di approfondire, il raggio comincia a risalire fino a
qguando norraggiungera un punto, al di sopra della quota di partenza dove era
il minimo di velocita, in cui avra nuovamente direzione orizzontale, curvera di
nuovo e tornera di nuovo a scende@mme principale conseguenza della
legge di Snell possiamo enunciare il seguéatema:

Lemma 1 Il percorso dei raggi acusticie attratto verso le quote
corrispondentii punti di minimo della funziom® & di velocita del suono.

3Dal nome del suo scopritore Willebrord Snel Van Royen, latinizzato in Willebrordus Sne
lius, (Leida, 1580- 1626)
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2.4 Attenuazione

La potenza del segnale acustico emesso non rimanestante durante
il suo tragitto: allontanandosi progressivamente dalla sorgente si registra
una attenuazione del segnale gpreading, misurata in dB/km. Per ottere-
re un buon modello a descrizione di questo comportamento occorre tener
in considerazione diversi fattori.

Un primo contributo, detto attenuazione intrinseca trova spiegazione
nella inevitabile dissipazione di energia per interazione molecolare. La
propagazione del segnale infatti a livello atomico agisce come una serie
incalcolabile di urti e spostamenti, ciascuno dei quali d& suo contributo
ad un decadimento della potenza di trasmissione. Questo decadimento
puo essere espresso in funzione della frequenza:

I o®p T ~ - CBUp T Q
p Q T pTmTiQ
(2.29)
Hegion Region Region S‘h"’:’.;lim\”"l}y“”ﬁ"‘
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Figura 2.3: Andamento dell'attenuazione intrinseca in funzione della frequenza.
Tratta da Jensen et Al.,, Computational ocean acoustics, cit.lih [

4A causa della simmetria, almeno cilindrica se non sferica, del problema il verso positivo
non puo essere definitoparlando di apertura in senso orario o antiorario poiché, in tal caso, due

I OOAOOAOTI OE AEOOET OE bi OOAAAAOT AOOACT AOA OACTI
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Si vede dal grafico 2.3) come l'attenuazione abbia un minimo pari a
circa 103dB/km per frequenze poco al di spra dei 10Hzma rimane cone-
nuta per frequenze minori. Per frequenze maggiori invece il grafico inizia a
salire velocemente raggiungendo un'attenuazione di 18B/km per 104Hz

Un altro contributo da tener presente per prevedere il decadimento
del segnaleé l'attenuazione geometricall suono si propaga come onda
sferica nello spazio che lo circonda; per ogni istante che passa le dime
sioni totali della sfera saranno aumentate, il che signfica che la poteniza
nizialmente emessa da una regione moltastretta viene via via distribui-
ta su zone sempre piu ampie. Su larga scala le condizioni di attenuazioni
geometrica possono avere due estremi:

1 attenuazione sferica, nel caso di fondali molto profondi

9 attenuazione cilindrica, nel caso di fondali bassi.

Aciascun caso corrisponde unodattenuaz
superficie interessata:

| 8 1Y Spherical Spreading
(2.30)
| & 29 Cylindrical Spreading

Una condizione di tipo intermedio si pu0 verificare nel caso di alti fondali ma
con emettitore (relativamente) prossimo alla superficie.

Misurando la potenza del segnale a distanze via via crescenti dalla
sorgente e possibile a volte che si verifichi una situazione inspiegabile con
guanto detto fin qui. Puo succedere che l'intensitdel suono non abbia
andamento sempre decrescente, bensi oscillante. Questo fenomeno puo
essere spiegato coitieffetto Lloyd Quando un raggio acustico viene rifke
so, ad esempio in corrispondenza della superficie del mare, questo $ub
sce un'inversione di Bise. Anche il raggio riflesso inizia la sua propagaei
ne nello spazio andando a sovrapporsi con il segnale originale. E' possib
le studiare come varia questa sovrapposizione nello spazio ed ottenere
una mappa dove si riconosconaone ad interferenza costitiva se a causa
dei diversi percorsi i due segnali si trovano ad essere in fase tra loro,
sommando le loro intensita, ezone ad interferenza distruttivase i due -
gnali si trovano in contro-fase, tendendo cosi a distruggersi recipr@c
mente.
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Altro fattore da considerare nel computo delle dispersioni del segnale
e lo scattering, un fenomeno evidente in particolare in condizione diif
flessione. | raggi acustici infatti nel riflettere sul fondale marino o sulla
superficie non incontrano superfici lisce e le\gate, ma ruvide e irregolari.
Questo comporta che una serie di raggi, inizialmente paralleli, venendo a
contatto con superfici infinitesime orientate in modi molto diversi, procu-
ca in uscita un fascio di raggi non piu paralleli, ma diffusi. Naturalmente
guesto comporta una perdita per la potenza del segnale.

Un effetto analogo, dettoscattering biologicq invece non e dato da
condizioni di riflessioni. Durante il tragitto in mare ostacoli come scuole
di pesci oppure elementi in sospensione come alghe o plaon, implicano
ancora una dispersione del segnale simile alla precedente.
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Capitolo 3

Comportamentalel raggi acustici

3.1 Curvatura dei raggi

| segnali acustici di interesse tecnico rientrano in un raldeequenze
all'interno del quale I'errore commesso utilizzando I'approssimazione @lla te
ria dei raggdi & trascurabile. Riprendiamo allora in considerazione la legge di
Snell 2.28); introduciamo per comodita una nuova variabile:
... AT-O
D -
wa

(3.1)

doved |, velocita iniziale del raggio, dipende dalla particolare velocita del suono
e dalla quota di trasmissione, entrambe grandezze misurabili. L'angolo di radenza

iniziale — per il raggio acustico pud essere qualunque irh- , ne segue

(3.2)
L'utilizzo del parametrd @ ¢ paymette di riscrivere la legge di Snell:
AT-O Qan (3.3)

In questa formulazione possiamo notare come un dato valdtgossa essere
determinato esclusivamente da due angoli, opposti di segno. Questo significa che
possiamo interpretare |' equazione (3.3) come riferita ad una coppia di raggi con
angoli di granzing:

— Al CQaar . (3.4)

Un' altra proprieta da notare deriva dalla simmetria cilindrica del sistema. Questa
impone, come visto, un dominio di esistenza per I' angolampreso in  -h- , di

1Quanto esposto in questo e nei successivi paragrafi sulla teoragdeéi e ripreso in buona parte
dagli appunti personali del Prof. Casalino, cfr. opeip g ([4]). Da queste sono anche tratte le figure.
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conseguenza sono esclusi i valori negativi per la funzoyseng il che
equivale a dire che e negata la poditgbiper un raggio di invertire la
componente orizzontale della traiettoria. Ancora dalla (3.1) si ha che ad ogni
coppia di raggi compete un valore costante

0 p
a

Yo

<

'.O'l' ©

t

R

(3.5)

e proprio questa seconda lettura ci permette di identificare i limiti superiore ed
inferiore per le quote raggiungibili dalla coppia di raggi scelta. Se per
semplicita pensiamo ancoral'emettitore collocato in corrispondenza del
minimo di velocita, per quantespostoprima sappiamo che I'andamento dei
raggi sara tale da diminuire sempre I'ampiezza dell'angolo di radenza fino a
zero; naturalmente in questi punti, uno al di sopra l'altro al di sotto della quot
del minimo di velocita, il coseno avra valore unitario. Ne possiamo dedurre il
seguentéemma:

1//(:I cfz,)
ir

1/k 1 ,{k

re

1/k

Figura 3.1: Quote di riflessione totale al variare dk1

Lemma 2 Per una coppia di raggi caratterizzati da un valorg, ke quote
limite di propagazione dei raggi somo ea tali che

. . DJ)(’.X P
e S ST RS

(3.6)
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Graficamente i punti cercati si possono trovare come intersezioni tra la
funzionewd e la rettawy pj Q. Nel caso di pill intersezioni sono da
considerare i due valori, rispettivamente uno maggiore uno minore, piu vicini
alla quota della sorgente acustica. Se una o entrambe le intersezioni sono
assenti significa che manca una inversione del percorsaifpessione totafe
I'inversione della componente verticale della velocita avverra allora in
corrispondenza dell'interfaccia acqusaia o del fondale marino.

Riassumendo i punti essenziali possiamo dire che, nota la furzi@neli
velocita del suono alquotad dell'emettitore, non necessariamente alla quota
di minimo per la velocita, ad ogni valore™®~ 1h—— la coppia di raggi

pY

associata e inizialmente diretta con un angolo di radenza paf a
AOAATQGA . Entrambi i raggi resteranno entro le qudtee
definite nellemma2:

¢ vaQflQ 3.7

se il minimo di velocita én corrispondenza di  tutti le angolazioni—
che la coppia diaggi assumera saranno nell'insieme:

— a Q¢AT Jowa hAT Qnd hAT JQwa
— — Al GQod
(3.8)

Secondo un'altra via possiamo dire ch&fessato, il grafico delle funziori-a ,
riportato in figura 8.2), per valori positivi dell'angolo, presenta sempre un
massimo assoluto in corrispondenza del minimo assoluto di velocita del suono:

a oo AOA KOG (3.9)

Per i punti di minimo assoluto conviedgstinguere due casi: se almengau
tra le due quote limite nonlégnite dello scenario, ovvero se vale almeno una
delle due seguendiisuguaglianze

a (3.10)

2Pju precisamante dovremmo parlare di rifrazione, ma si &€ deciso di mantenere il termi
riflessione totalenella scia di un uso consolidato, seppur fuorviante, affermatosi in letteratura.
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allora il minimo assoluto si trova su quell'estremo che soddisfa la sua
relazione, tale minimo & pari a zero. Se invece, per il particolare val@a di
oggetto, il grafico copre tutte le quote, dalla superficie al fondale, allora il
minimo di—& da ercarsi in corrispondenza del massimo assoluto per il
profilo di velocita.

2

Figura 3.2: Piano— z, emettitore della proper valley.

In generale ogni quota per la quale si presenta un massimo relativo di velocita,
comportera un minimo per l'angolo di grazing. All'opposto vale lo stesso
ragionamento per valori di-negativi.

A partire dalle equazioni ir3(8) e dalla legge di Snell gsiamo tracciare su
un piano— d&delle curve per valori costanti gifQ Come in figura .2 &
interessante |'affiancamento con il grafico della funzione di velabita .
Concentriamoci inizialmente al caso in cui I'emettitore sia sitaliitoterno della
valle principale della velocita del suongrgper valley, caso a cui si riferisce la
figura. Scegliendo una quoda abbiamo immediatamente il valore della velocita
del suono. Come gia esposiovalori ammissibili perQsono nelliintevallo
mhpj @A, ovvero anche un valore minimo gEfQpari abd . Partendo dal
suo valore minimo e andando via via ad aumentarlo troviamo che l'intervallo di
quote ammissibili cresce, contenendo sempre il precedente. Sul-pialsi
formano lineechiuse associate agli intervalli imposti da#lguazioni(3.8). Un
primo gruppo di valori di pFQsono caratterizzati dal comune effetto di
corrispondere a curve chiuse sul piaro Q.
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Lemma: 3.Siadd pj ‘Q dquel valore per il quale la retta risulttangente
al minore dei due massimi relativi piu prossimi all'emettitore, come in figBu@);(
allora @& hd individua un intervallo di valori pep¥Q tali che le
corrispondenti curve nel piane- & sono chiuse.

Un secondo gruppo di curve hannatatteristica di essere aperte nella parte
inferiore (ower terminal valley, raggiungendo il fondale marino.

Lemma; 4. Sia®a pj Q quel valore per il quale la retta risulta
tangente almaggiore dei due massimi relativi piu prossimi all'emettitore;
allora tutti i raggi caratterizzati dep¥" Gt formano sul piano— &
curve aperte inferiormente.

In ultimo troviamo curve caratterizzate dall'essere aperte sia inferiormente
chesuperiormentebjlateral terminal valley.

Lemma: 5 Se la rettavd  pj Q non interseca mai il grafico di velocita
allora le curvesul piano— daterminano in corrispondenza del piano della
superficie.

Figura 3.3 Pianod1 z, diagramma completo.

Consideriamo adesso il caso in cui I'emettitore non sia posto nel punto di
minimo dellaproper valley Consideriamo un punid & . Osserviamo che
per una quota di emissione del segnale che non sia nel minimo della proper
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valley esistono due punti sul piare ¢, uno per angoli posvi l'altro per

angoli negativi come segue direttamente dal&a4]. In questo caso basta
prendere le curve di interesse e cancellare quelle che non toccano la quota di
partenza. Generalizzandoossiamo prendere in considerazione un punto di
partenza qualunque, ad esempio all'interno di una valle secondaria. Per bassi
valori di p7Qil diagramma visto prima deve essere completato; nelle parti al
di sopra e al di sotto delle curve chiuse si feramno rispettivamentepper
terminal valley e lower terminal valley Al crescere dipfQle curve
diventeranno sempre pitl ampie ed ancorgp& warriveranno a collegare

il fondale con la superficie.

A questo punto, supponendo note le condiziamiiali, possiamo
formalizzare in equazioni alcune relazioni che devono essere sempre verificate
dai raggi durante il loro moto. Consideriamo noti:

1 il grafico della funzione velocita del suono
7 la quotaa dell’emettitore

 le quote limite per ogni coppia di raggi Qh Q , dedotte al
variare dip7Q

{1 il diagramma sul piane- ae la relativa coppia di punti di partenza.

Le condizioni iniziali per i raggi sono allora:

im 1
ama (3.11)
T piwa

le ultime due insieme stabiliscono I'angolo di parterzeome dalla 3.4). Da
semplici deduzioni trigonometriche possiamo ricavare le equazioni che
regolano il moto verticale e orizzontale di un raggio:

i oaAl-O
d wa OB+ (3.12)
— Al ORd@
le quali hanno valore per ogni angolo eccetto 11, condizione particolare
che verra studiata piu avanti. Quindi, tenendo presente di riferirsi 0 al caso

— 1o al case— T, ricordiamo la legge di Snelk(28 e sostituiamola
all'interno delle equazioni cinematiche:
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a wd p Qo & (3.13)
— Al OQw

dove l'angolo—svolge la semplice funzione di uscita, seppur non lineare, per
un ingressa.

1/k

v o
3
~
W]
L=
)
-\
&)

v

6y = —arccos [ke(z)] 2z¥ 6o = +arccos [ke(z0)]

Figura 3.4:Pianodi zper una coppia di raggi

3.2 Studio delle equazioni cinematiche

Iniziamo adesso ad analizzare il sistema di equaz®Ai3( per capire
cosa Ci puo raccontare sul comportamento dei raggi acustici. Per uno studio
piu chiaro del problema poniamoci @ondizioni tipiche come in figura §.4).
Piu precisamente intendiamo qui evitare di trattare casi particolari come ad
esempio entétore posizionato esattamente alla quota di massimo della
velocita acustica, oppure raggio acustico perfettamente verticale etc. Anche se
intuitivamente si capiscono quali sono i casi limite, & opportuno specificare
analiticamente le ipotesi della trattane. In primo luogo studieremo
I'andamento dei raggi acustici nell'ipotesi di emettitore all'interno dediaer
valley. Inserirsi nella valle principale non lede in generalita i risultati, infatti il
comportamento dei raggi emessi dall'upper o daleer valleyricalca una
parte dei loro omologhi emessi dalla proper ma vengono poi limitati dal
raggiungimento rispettivamente della superficie o del fondale. Considerando
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sempre implicitamente la funzior® & sufficientemente regolare, quindi
almeno cotinua e derivabile, vedremo che sara necessario operare sotto
I'ipotesi che siano

& m (3.14)
o & T, (3.15)

guesto impone da una parte l'esclusione dei punti di massimo relativi come
quota di emissione, dall'altra dei limiti $u Infatti come in presenza di un
andamento pe® & simile a quello di figura3.4) se l'emettitore fosse in
corrispondenza di uno dei due massimi relativi allora la quota limite
sarebbe necessariamente il fondale, dove non € soddisfatta la condizione
(3.15. Dunqueposto I'emettitore nella proper valley, per le stesse ragioni di
cui sopra, dobbiamo aggiungere lipotesi chep3® ¢ Si richiede inoltre

che siapfQ ®a , cosi da no cadere mai nel caso degenere d
intervallo@ "QNa "Q di ampiezza nulla. Ancora in riferimento alla figura

(3.4) assumiamo che il pum di partenza nel pianez dnon coincida con
nessun estremo dell'intervallo, ad esempio A OA KO 1

Ben chiari i limiti entro i quali operiamo, prendiamo in considerazione un
valore dik ammissibile ed i due raggi che ne derivano. Ricordiamo che per le
convenzioni adottate il raggio che parte con un angolo iniziale positivo,
— T, proseguira il suo moto verso zone a profondita maggiore. Il suo duale
con— T, di contro si spostera verso profondita minori. Poiché abbiamo
impostop¥Q  @a hin senso stretto, ne segue che all'interno dell'intervallo
(z(K); z4(K)) la velocitdd non si annulla mai, infatti il termin@c & non
raggiunge mai valore unita nell'intervallo aperto. Contestualmente dalla
terza delle equazioni (3.13 vediamo che nell'avvicinarsi agli estremi
dellintervallo delle quote anche l'angolo si fa via via piu vicino a zero,
partendo davalori positivi per il raggio cor— 1T, da valori negativi per
I'altro. Piu precisamente, mentre la variazione di quota avra andamento sempre
monotono, crescente per uno, decrescente per laltro, nell'avvicinarsi alla
rispettiva quota limite, il comportamento dell'angdisara monotono solaes
la funzionew & mantiene segno costante. A dimostrazione di quanto appena
affermato prendiamo in considerazione il solo raggio che muove verso il basso
e riscriviamo la terza delliequazioni(3.13 come:

wé+ Qo (3.16)
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dalla quale deduciamo immediatamente chef®@ @a allora in tutto il
percorso da verso la sua quota limit®@ , d non si annulla mai. Ma per
conoscere I'andamento dell'angolo nel tempo derividkmo

— @ doa (3.17)

quindi la variazione dif sara monotona se e solo se la funziané & a
segno costante nell'intervallo. Per quanto riguarda l'andamergoqdesto
segue direttamente dalla seconda détlemule (3.13), risulta monotono
crescente fino & . Vale un ragionamento analogo per il raggio che muove
verso l'alto.

Il prossimo passo sara quello di dimostrare che i raggi non solo tendono
alle quote limite per le quali, ricordiamo, vaigQ ®a @& , maci
arrivano effettivamente in un tempo finito. Per dimostrare questo fatto
possiamo ragionare per assurdo. Infatti se il tempo impiegato per raggiungere
una delle quote estreme fosse infinito allora anche l'angolo di grazing
dovrebbe tenderedaannullarsi in un tempo infinito, e la sua variazione nel
tempo dovrebbe tendere a zero. Se pero riprendiamo l'equaZiahd (
possiamo approfondire il comportamento dellalocita di rotazione in
prossimita delle quote estreme tramite passaggio aklimit

I E+Th @ a DA wa T’
(3.18)
I B4+ @ d wa wa m

dalle quali si evince chiaramente che nelle nostre ipotesi la velocita non si
annulla mai,percio ne segue che le quote limitengono raggiunte in un
tempo finito.

Analiticamente possiamo calcolare il tempo impiegato dai raggi partendo
dalla seconda dell&(13 e operando per separazione delle variabili:

Q0 ——P g
ba p Qb @

(3.19)

dove e da considerarsi il segno positivo per il raggio che procede verso |l
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basso, il segno negativo per quello che procede verso l'alto. Per calcolare |l

tempo impiegato per andare dalla quota di emissiopadla quotad occorre

usare questivalori come estremi di integrazione. Ovviamente il calcolo

dell'integrale non pud essere svolto in forma chiusa, non essendo @aita

forma analitica. Nell'ordine di idee di calcolarne il valore per via humerica e

da notare che la funzione non & d#f nei puntia e & , quindi

numericamente nell'avvicinarsi a questi estremi il suo valore tende ad infinito.
Per semplicita definiamo la funzione

p
G p QO &

“QTEEIZ]
(3.20)

allora i tempi che i due raggi impiegano per raggiungeresgiemi sono:

(3.21)

(3.22)

3.2.1 Approssimazione in prossimita degli estremi

Per eliminare i problemi numerici cerchiamo una formula approssimata
per la funzione integrandgk, z) nei punti critici. Ricordando lo sviluppo in
serie di Taylor per una funzione qualsiasi:

Mo Q Qow QwQ 0 17 (3.23)

allora possiamo sostituire la velocita debso con la sua approssimaziotre.
prossimita dell'estrem@ otteniamo:

~

wd - ewa wafi 0 Q (3.24)

= 1

ricordando che per definizioned prQ
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Ha - e- Gaf 6 Q (3.25)

Analogamente possiamo sviluppare la funzitde & -

~

Qo a -ep AT 0 0 (3.26)

Sostituendo allora i termini approssimati con Taylor nella funZior@a e
guesta nella3.21) possiamo approssimare il valore dell'integrale in prossimita
dell'estremo:

0 ahQ QM Qa

= p— . Q-
B da- 0 - a- o -

(3.27)

Portando dentro la radice rimane un unico teenahprimo ordine, quindi:

o &HQ VR QE ] E Q-
' o Cwa o Y-
(3.28)
sviluppando il limite dell'integrale risulta:
Bl 1 EiiF o
o M__ o q
(3.29)
da cuiinfine otteniamo la desiderata forma approssimata:
o0 ahQ QM Qa 2 Q]
(3.30)

Ovviamente la formula approssimata tende all'esattezaagber tende a zero.
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Di fatto il termine aggiunto alliintegrale rappresenta un‘approssimazione
dell'errore commesso nel valutare lintegrale arrestato al temminef .
Ovviamente con calcoli del tutto simili possiamo trovare I'analoga formula di
approssimazione per il callo del tempo per arrivare in:

5 afie  QONQa ——
O &
(3.31)

3.2.2 Approssimazione a spezzate di c(z)

Un'altra via per affrontare il calcolo dell8.19 passa attraverso la
supposizione di una cerfarma per la funzione velocita del suono. Ai fini
pratici & accettabile un‘approssimazione di tale grafico tramite spezzate. Viene
allora naturale l'idea di scomporre lintegrale nella somma di piu integrali,
ciascuno relativo ad un intervallo di geoin cui la velocita del suono e
approssimabile tramitain segmento di retta Tornando a considerare la
separazione di variabili vista in3.l9 integriamo entrambi i membri,
omettendo gli estremi di integrazioper semplicita:

Q0 ——P Q¢
ba p Q6 &
, (3.32)

imponiamo inizialmente il cambio di variabfod & & /|  ®, grazie
all'ipotesidi approssimazione a spezzate abbiamo ovviament@che & Q
ponendaanche pT'Q otteniamo:

0o £ —P __n¢
GQ(A)F w
(3.33)
Procediamo con un secondo cambio di variabili ponendo:
- S R o ¥ r_ Q-
(3.34)
%% n alternativa | dapprossimazione a segment.i pu,

estreme, similmente a quanto svolto in precedenza con lo sviluppo di Taylor.
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e sostituendo tutto nell'integrale abbiamo:

ol

.I. —_—

’?‘Q_ r

P P
a
(3.35)

Al fine di scomporre lintegralen maniera piu sempliceerchiamo due
costantiA e B tali che risulti:

p 0 0
- T - r =1
(3.36)
Per verificare I'uguaglianza deve valerediazione:
0 6- 0 O6r p (3.37)
da cui si ricava direttamente che:
fo) —
} (3.38)
O —_—

Volgendo infine alla conclusione troviamo la scomposizione in due integrali
diretti:

Q_ R
Q- 7 caQr -7 - T

PP p P p
a

(3.39)

Risolvendo e ripercorrendo le sostituzioni effettuate, otteniamo la soluzione in
forma chiusa:

wd p Qo a ~ Cd

(3.40)

32



3.2.3 Moto successivo agli estremi

Eravamo dunque giunti ad avere la prima realizzazione dell'annullarsi
dell'angolo di grazing per la coppia di raggi considerati, relativi ad un
particolare valore dk. Il raggio discendente, per > 0, si annullera da valori
positivi in un tempo pari a , come in 8.30), il raggio ascendente si annullera
da valori negativi in un temptg, come in 8.31). Formalmente, ricordiamche
le equazioni 3.13) sono valide anche negli estremie a . Dalla seconda &
evidente che risultereblie 1 Cio farebbe pensare ad un assestamento dei
raggi acustii alle quote raggiunte. Se pericordiamo l'equazione3(17)
allora capiamo che la stasi nella condigahd 1 é solo istantanea.

Possiamo riferirci a questa condizione come ad un equilibrio instabile, una
condizione ideale vedicabile solo istantaneamente e cherra abbandonata
alla prima minima variazione delle condizioni. Analiticamente quello che
succede é simile a quanto accade nello studio del moto di un pendolo. Nella
posizione verticale risultad T ma la condizione €& valida solo
istantaneamente, nell'attimo successivo il moto riprende anche nella sua
componente verticale.

Dungue, aseguito anke di una infinitesima variazione i raggi invertono il
loro moto rivolgendosi verso la quota di origine. IBaduota di origine il
comportanento riprende identico a quello studiato pritvia notato peraheil
raggioora si dirigeaverso la quot& seprima volgeva verso il bassmentre
versod seprima volgeva verso l'alto.

1/k 6(z)

Figura 3.5 Moto periodico di una coppia di raggi
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Raggiunte di nuovo le quote limite cambia ancora la direzione, ritornando a
puntare verso la quota di origine del segnale. Ecco che abbiamo individuato
una periodicita del moto Si instaura un regime nel quale un raggio segue
I'altro come da figura3(5).

Naturalmente se viene modificata la quota di emissione del raggio, fermo
restando il valore del parametpla forma delle due onde rimane esattamente
la solita, l'unico cambiamento sara uno sfasamento rispetto a prima. Nel caso
particolare in cui la quatdi emissione coincida con una delle due quote limite
la coppia di raggi si presenta con la stessa fase: di fatto degenera in un raggio
unico.

3.3 Soluzioni Periodiche
3.3.1 Periodo Temporale

Dalle cansiderazioni svolte primafacile trovare che i due raggi hanno
andanento periodico con periodo calcolabile come

YQ ¢ QW Qa ¢o ahQ o ahQ h
(3.41)
la quale vale per qualunque quota di emissione nell'intervallo
anN a Qm Q. (3.42)

Formalmente gli estremi sono da escludere perché abbiamo utilizzato l'ipotesi
che sigpg¥Q @A .
Per agevolare la risoluzione numerica degli integrali possiamo tener di

conto delle equazioni3(30 e (3.31), ottenendo la formula per calcolo del
periodo con termine di approssimazione per gli estremi:

YQeg, QWQG U

(3.43)
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Figura 3.6: Andamento nella proper valley

Abbiamo gia osservato che una volta costruito il diagramma completo sul
piano— @, come quello in figura33), stabilita una quotéa di partenza per
i raggi acustici troveremo al variare lkjiche le linee di interesse @i z sono
tutte e sologuelle che intercettano la retia @ ¢ | zdna verde in figura
(3.6).

Occorre adesso esporiiecomportamento del raggio relativo al valore
p¥Q & corrispondente alla linea rossa in figuBa6l. Questo & il raggio
limite che separa i raggi acustici che rimarranno entro la proper vedfstto
aquelli che raggiungeranno il fondale. Per quanto riguarda l'estremo superiore
& , tutto rimane invariato alle considerazioni gia fatte. Per I'estééndecade
lipotesi chesia @ & . Come dalle equazioni3(13, questa quota
raggiunta rappresenta un punto di equilibrio per il raggio. Anche il raggio che
parte inizialmente rivolto verso l'alto cer > 0, arrivato alla sua quota limite
cambia direzione tendendada, ma anche per essbmoto verticale semilar
concludersi qui. Di fatto perfa condizione di equilibrio raggiunta non puo
che essere instabile e la piu piccola perturbazione delle condizioni porta il
raggio a deviare il suo percorso o all'interno dettappr valley o della lower
terminal valley. Poiché, come vedremo, anche i raggi della lower tdrmina
valley, raggiunto il fondale risalgono con un andamento periodico, esistera
anche la un raggio limite tangente la curva rossa di figgig @el punto

& Frt . Si crea percid una situazione mydériodica.

Riordinando le idee, il raggio relativo alla linea rossa di figura, raggiunta
la quotad” puo tornare verso l'alto e completare un giro, oppure svoltare verso
il basso. Sul fondale verra riflesgotornera nuovamente alla qudfadove
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avra ancora due possibsitradeda seguire e cosi via. Di fatto a questo
particolare raggio limite per il qualep Q @& competono
contemporaneamente due periodi temporali. Fortunatamente questa
condizione é&solo una singolarita di area nulla all'interno dell'insieme di tutte
le possibili traiettorie periodiche.

17k 6z) 17k

|
“hecoos

o)

i
Z, ¥~ - I e - = - = v---

Figura 3.7: Andamento nella proper valley

Il passo successivo e quello di studiare il comportamento dei raggi acustici
gualora la sorgente siadilfuori della proper valley. Possiamo ancora riferirci
al solito profilo di velocita, ritenuto sufficientemente generale da comprendere
tutti gli scenari che si possono presentare nella pratica. Supponiamo che il
trasmettitore si trovi al di sotto delfaroper valley. Finchéisultap¥Q ®le
curve che si formano nel piare  asono sicuramente chiuse nella parte alta,
analogamente a quanto visto per la proper valley. Per i raggi che invece
raggiungono il fondale occorre fare qualche semplice rif\egsin piu.

Per le leggi dell'acustica un raggio che incontra una superficie viene
riflesso con un angolo opposto a quello che aveva in precedenza. Ne segue
allora che, come da figur&.{), ciascun raggio che incide il fondale con un
angolo| qualunque inizia a risalire con un angolo di. Ecco allora che
anche qui otteniamo un andamento periodico, anche se occorre tener presente
che il percorso tratteggiato di figurd.7) viene percorso in un tempo nullo.
Quando ci troviamo nella situazierin cuip’Q & zona grigia in figurasi
verifica che la durata dei periodi fa un salto verso valori piu elevati, arrivando
repentinamente un drastico aumento della lunghezza del percorso. Stessa cosa
vale quando diventegfQ @ zona rosa in figura3(7); in queste condizioni
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ci troveremo anche a considerare una riflessione in corrispondenza della
superficie marina.

3.3.2 Periodo Radiale

Fino a qui abbiamo osservato il moto dei raggi sul piano ¢, ma vale
la penaadesso dare uno sguardquanto accade per il moto orizzontale.

Zy--

>
»

t

Figura 3.8: Periodicita radiale dei raggi acustici.

Riprendendo ancora le equazioni3.13, dalla prima vediamo
immediatamente che la velocita in direzione radiale € sempre una funzione
strettamente positiva dalquota, salvo il caso particolare in cui vade med
i due raggi associati partono con angoli di‘j ¢, per i quali vale sempre
i 1L Come abbiamo visto, la coppia di raggi associata ad un certo valore di
k ha un moto lunga periodico con periodd(k). Dalla prima delle .13
segue direttamente che anche il moto radiale deve necessariamente avere
un'evoluzione temporale periodica dello stesso periodo. Come da f&8ra (

@ interessante notare che per vafiQ @si crea (almeno) un punto
angoloso.Questo avviene quando il raggio viene riflesso nell'incontro con il
fondale o con la superficie, dove la derivata della funzioc&mbia segno,
dovendo per simmetriecrescere se prima diminuiva o viceversa.
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Figura 3.9: Caso limite per la periodicita radiale

Per esprimere per via analitica l'evoluzione radiale possiamo dividere
membro a membro le prime due equazioni ddlé3). Se definiamo

QB ——
P Quw a
(3.44)

tramite ragionamenti analoghi a quelli fatti poco sopra, possiamo trovare il
periodo radiale tramite l'integrale:

(3.45)

nel caso in cup¥Q @ Se uno od entrambi gli estremiidtegrazione sono
punti in cui l'integranda va ad infinito, e quindi punti di riflessione totale,
possiamo utilizzare i termini di approssimazione trovati, come prima, tramite
sviluppo in serie di Taylor. Per generalita, nel caso detétare nella proper
valley e con valor@7Q @ il calcolo numerico dellintegrale richiede le
formule approssimate su entrambi gli estremi, in questo caso risulta:

YQ ¢ QWQa %

(3.46)
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Nei particolari casi in cui sia X = a oppure 1k = b si verifica che |l
periodoY "Q tende ad infinito. In figura39) & mostrato come la velocita di
allontanamento dalla sorgente, dopo un transitorio, tende ad un valore costante.
Nelle condizioni generali comungusia per la proper valley, come per la
lower o upper valley, i ragionamenti fatti per il perid#6Q possow essere
applicati anchger'Y Q.
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Capitolo 4

Valutazionedi distanze radiali

4.1 LafunzionePTT: Partial Travelled Times

Dopo aver approfondito, nel capitolo precedente, il comportamento dei
raggi acustici nel piane- ¢, iniziamo adesso ad investigare i tempi che
guesti impiegano per collegare due quote. Ci poniamo in una situazione in cui
sono note le quote del trasmettitope, e del ricevitoreg , e proviamo ad
analizzare i tempi caratteristici per ciascuna el raggi ed i relativi valori
dil k.

Consideriamo un profilo di velocita noted . Affinché un raggio acustico
possa collegare effettivamente le due quote di interesse, devono essere
soddisfatte alcune condizioni per il parametrd.JAbbiamo gia avuto modo
di analizzare le quote limite raggiunte entro la proper valleg.ir).(Possiamo
adesso invertire il ragionamento, mantenendo fermo il risultato. Ne segue |l

Lemma 6. Partendo dalle quoté ed contenute nella proper valleyraggi
acustici che le toccano entrambe sono tutti e soli quelli per i quali vale:

piQ | Adda hoa (4.1)

17k ez)

Figura 4.1: Valori ammissibili perl k.

Se invece prendiamo in considerazione il caso inl'enettitore e il
ricevitore sono separati da uno o piu massimi relativi, allora deve valere:
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i w0 bav ah Dog m (4.2)
Sebbene principalmente interessati alla proper valley, possiamo @&ehiu

tutti i casi particolari di raggiungibilita per due quote come in figdtd)( nel
seguente

Lemma 7. Stabilite due quoté ed , ovunque posizionate nello scenaram
una coppia di raggi, individuata dal parametro dome in 8.1), allora tale
coppia collegaeffettivamente le due quote se e solo se la éettgp7Qnon ha
intersezioni cobrafico della funzione di velocita del suoaa entro le quote
Q ed , eccetto apiu le quote limite.

Come abbiamo gia avuto modo di osservaressmimpio dalla figura3(7), tale
condizione di limite inferiore pgu¥'Qsi traduce in un limite inferiore anche
per l'angolo . Riprendendo 18.(), dal lemma precedente abbiamo P&
deve essere in generale superiore ad un dato valore (fiffile Deve allora
valere: . _
wa wa

70 A'I'—éi Al-©O wé+

p¥Q p¥ Gy
4.3)

che naturalmente implica:
— = (4.4)

Esiste dunque un angolo di partenza limite: i raggi acustici che partono dalla
guota z, sufficientemente piatti— —2z rimarranno confinati entro un
intervallo di quote che non comprendera il ricevitore; al contrario raggi diretti
inizialmente piu vertiali — —2 saranno in grado di estendefsno a
toccare o superare la quata

Stabiliti i valori di k ammissibili, cioé tali per cui i raggi partiti da
raggiungono effettivament& , studiamo i modi in cui le due quote di
interesse vengono collegate. Nel caso piu generale, allinterno di un periodo,
sono quattroi possibili percorsi di interesse, come si vede in figut&)(
costruita nel casim cuisiad la quota di emissiorie

Da questa configurazione generale possiamo dedurre alcune
configurazioni particolari nelle quali si trova ridotto il numerdednpi di volo
distinti. Si avrannotre casi distinti sead k a , poiché arriveranno a
coincidere i casi 1 e 4. Otterremo invetteetempi di collegamento distinti se,
pera o ,valgonod @ eq@ @ ;

2|l caso in cui I'emissione avvenga da differisce da quello presentato solo per la direzione
delle frecce.
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Figura 4.2: | quattro modi possibili di collegamento delle quote

in questo caso coincideranno i casi 1 con 3 e 2 con 4. Naturalmente se vale
una soladelle due uguaglianze ci riporteremmo alla situazionetrei tempi
distinti. Ancora avremoduepercorrenze distinte 8 & &, dove i casi
1, 3 e 4 vengono a coincidere. Infine avremp solo caso s& & e
a a.

Il tempo impiegato per collegadirettamente due quote diséti eq &
calcolabile direttamente in funzioneldcon la formula:

~

Yy . QM Q&
(4.5)
dove la funzioe edefinita come:
O _ p_~~_
wa p Qw «a
(4.6)

A ciascuno dei quattro modi visti in figurd.p) compete un tempo che é
scomponibile in smma di elementi tra loro comunipdtizzandod &
abbiamo:
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a
|
= 1
o) = l (4.7)
|
T
y

dove anche a destra delluguale ogni tern@rfanzione dik, omesso dalla
scrittura per brevita. Piu in dettaglio, ciascun termang viene calcolato
tramite la 4.5):

3 Q QM Qa
3 Q QM QG
3p Q QT QG

(4.8)

dove si @avuto cura di escludere i punti in cui la funzid@hx non &
definita.

Partial Travelled Times

Vogliamo adesso mostrare cora@ possibile trovare una formulazione
per icalcoli (4.8) che si appoggi su funzioni calcolabili a priori una volta noto
il profilo di velocitac(z). Per ciascuna valle presente, chiamiaigounto al
quale corrisponde il minimo assoluto; trovato itrigpondente valore p@7Q
consideriamone gli incrementi con passi opportuni. Per ciascuna valle e per
ciascun valore dp¥'Q consideranda™ & hx calcoliamo l'integrale

~

08 omi0a v @
r
(4.9)
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nella quale @a prendere il segno positivo @@ la quota di partenza, negati
altrimenti. La @.9), nella qualez e lasciata variabileg chiamatafunzione
caratteristica di tempo parziale @blo.

Incrementando via via il valore gifQ si raggiungera la soglia limite oltre
la quale due valli emergono in una, situazione corrispondente alla linea rossa
di figura @.1). In questa situazione, almeno uno dei due estremi dell'intervallo
e un punto di equilibrio, gid analizzato in precedenza. In corrispondenza di
guesti punti avremo che la funzioﬁ’eﬁ(ﬁﬁ tende ad infinito. Allo step
successivo gli estremi di integrazione si saranno eBtesia comprendere
un‘altra valle, ma il proceéghento prosegue invariato. lpartial travelledtime
puo essere utilizzata direttamente andando a calcolare per ogni valgre di
oltre al periodo corrispondent¥’Q tramite ad esempio 18{@1) o la ¢.43,
anche i tempi parziali di interes¥e;, ERY ; E e ¥ ; Q come in ¢.9).
Possiamo peréanche pensare ad un approccio di tipo diverso. Infatti la
formula (4.9) puo essere presa come base per calcolare i tempi parziali, una
volta note le quote di trasmissione e ricezione, attraverfwreule di facile
dimostrazione:

€ Dyy(K) =| Dy(K.22)- Dy(K.2)|
1 Dra(k) =|Dy(k,25)- Dy(k,zg)| (4.10)
b Dau(k) = | Dy(K,2a) - Dy(K,2,)|

Se e noto il tempo occorso per la ricezione del segtraleftime) T , €
chiaro che questo deve soddisfare una relazione che lo lega al periodo
temporale, associato al suo proprio valorekdied al suo tempo parziale,
legato ad uno dei quattro modi in cui le quétee @ possono essere collegate
da un raggio acustico. @maton il numero di periodi compiuti, deve valere:

T £°YQ t; 7 ® pMB
¢ pht

o =«

(4.11)
Lemma 8. Il resto della divisione intera detavektime per un perioddY'Q
deve risultare uguale ad una delle quattro possibilita vistéii) calcolate

per lo stessdx.

Da queste considerazione segue un primo algoritmo per l'individuazione
dei valori dip7Q n edx di interesseCampioniamo i valori di 1k ammissibili,
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definiti in precedenza, con uno step da scegliere tramite apposite
considerazioni. Per ogni k calcoliamo il periodo temporale corrispondente e,

a segquire, il resto della divisione intera del trauge per tale periodo. Se
guesto tempo corrisponde ad uno dei quattro valod.if),(calcolati di volta

in volta utlizzando direttamente [aPTT, ovwero tramite le 4.9),
memorizziamo i corrispondenti valori di & n e dell'indicex. La coincidenza

dei valori deve essere cercata a meno di un errore dipendente, oltre che dalle
approssimazioni numeriche, anche dal passo di campionamentdkper 1

4.2 Lafunzione PTD: Partial Travelled Distance

In base a quanto illustrato precedenza, sappiamo che la distanza radiale
dei raggi acustici dalla sorgentesempre crescente. A livello matematico
qguesto la rende una variabile analoga al tempo, utilizzaoiee variabile
indipendente. In particolare possiamo impostare un‘analisi dell'andamento
della quota dei raggi acustici in funzione della distanza, focalizzando di fatto

I'attenzione al moto sul piarioz i. A rigore si tratta di studiare la funzione
a i A in luogo della funzioné g i .

(4.12)

In tal senso possiamo, analogamente a quanto fatto nel paragrafo
precedente, cercare di individuare la distanza radiale associata ad un certo
raggio che collega due quote di intere@sed . E' quindi possibile trovare
quattro differenti modi in cuvengono collegate le due quote di partenza e
arrivo del raggio, le distanze parziali cosi ottenute possono essere riassunte
come segue:

' 1 — ~
fl\era,b _ravb ’:\J
2
~ % I =rapt2ryy, 1
i:Q gvYQ={» '® b (4.13)
h 3 +2

Tl =7 ap™4 au 7
A% ~
% ra - a,b+2r a,u+2rbd|§/

dove'Y Q ¢ il periodo radiale da calcolarsi come visto B.45. Ciascun
termine a destra dell'uguale, funzione anch'esk&pwiene calcolato come:
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(4.14)

dove sono stai esclusi i punti in cui la funzioneg(k, z) non e definita, -
cordando che abbiamo posto:

. QG
QM D :

p Quw a
(4.15)

Analogamente a quanto svolto al paragrafo precedente per i tempi,
introduciamo lgpartial travelled distanceome la funzione:

CCGE 0aRd G @
r
(4.16)

Qu e st 6pud e¢ssem aisata per costruire a priori un‘opportuna tabella di
risultati, dai quali immediatamente calcolare le tre distanze che, combinate,
compongono le4.14):

&7 ap(K) =7 (Kza)- 72(K,2)
roa(K) =|7 2(K.2z)- 7 2(K.2q)] (4.17)
brau(K) =|r2(kza)- ra(kz)|

3 —r—
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4.3 RT2

Nei precedentiparagrafi € stato mostrato come sfruttare le equazioni
cinematiche .13, derivanti dalla teoria dei raggi, per calcolare i tempi e le
distanze parziali impiegati da ciascun raggio nel collegare le quote di interesse.
Una volta note le quote ed di emissionee ricezione dei segnali acustici
possiamo operare un campionamento dei valori ammissibili del paraf@etro
A ciascuno di questi valori corrisponde una coppia di raggi che partono dalla
sorgente, l'uno verso profondita minori, l'altro versofgndita maggiori. E
stata illustrata la periodicita, sia temporale che radiale, dei raggi acustici e si &
visto come trovare formule, sia esatte che approssimate, per il calcolo di questi
valori, come in 8.43 ed in 3.46).

Successivamente, analizzando im dettaglio il comportamento dei raggi, si &
osservato il modo in cui due quote prestabilite possano essere collegate da un
medesimo raggio.

Gli strumenti fin qui studiati saranno tutti utili per chiarire il funzionamento
dell'algoritmo per l'intercedizione acustica subacquea in tempo reale chiamato
RT2 : Real Time Ray Tracing. Come se ne deduce dal nome, l'algoritmo é
pensato per funzionare in tempo reale, il suo campo di impiego ideale sono
robot subacquei autonomi i quali naturalmente non poss@porme a bordo

di enormi capacita di calcolo. Quindi, comspostallinizio di questo capit-

lo, si desidera trovanen metodo per l'intercettazione che ci consenta ditabba
tere l'errore e che, al contempo, sia sufficientemente leggero da poter essere
eseguitaeal-timeanche da centri di calcolo economici.

L6idea alla base dell dalgoritmo  que
una struttura dati contenente tutteptessibili soluzioni per una genericapeo

pia di quote di emissione e riceziome a . Ovviamente bisogna definire a
priori un tempo massimo e una distanza massamanissibile altrimenti le
soluzioni possibili risultano essere infinite. Questa strattaontiene quindi

per ogni parametrk, i possibilivalon di distanza radiale percorsa per canne

tere le due quoté , ¢ ed i relativ temp impiegat.

Non appena un veicolo rileva un i1 mpul
diricezione.llve col o che ha emesso | 6i mpul so
re informazioni relative alla propria qualae al | 6i st an€Coa di e

g u e st dablétpassibide ottenere il tempo di votalel primo raggio ag-

stico ricevuto. A bordo del veicolo ricevitore € inoltre disponibile

| i nformazione relati vax.8dldbasegeisapr i a
detti dati si puo quindi creare la struttura contenente tutte le possibili soluzioni.
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Per ogni possibileidtanza soluzione, viene controllato se sono presemi ra

gi acustici che a parita di distanza impiegano un minor tempo per connettere le
quoted ed . In caso si verifichi questa condizione, la soluzione in esame sara
scartata poiché se la distariza i veicoli fosse realmente pari adsarebbe

stato rilevato per primo raggio acustico avente tempo di volo minore rispetto

al tempoft-.

Puo invece capitare che in rari casi che vi siano piu soluzioni valide, ovvero
che piu raggi allo stesso tempaggiungono la quota di ricezione da distanze
diverse. Questa circostanza capita quando a un ricevitore arrivano due o piu
raggi contemporaneamente emessi da distanze diverse.

Il caso incui linsieme minimo contenga piu di un elemento € senza
dubbio sfortinato, ma possibile. In linea di principio se ci si riferisce al caso
ideale, in cui non ci sono errori di calcolo ed il campionamento dei raggi in
partenza € estremamente fitto, l'unica possibilita per la presenza di piu
distanze radiali ammissibili € ch& scenario, inteso come condizioni
oceanografiche, sia tale che, per quella particolare coppia di profaneita
a cui si trovano emettitore e ricevente, esistano due raggi, relativi a due valori
di ‘Qdistinti, che collegano due distanze diverseempi identici.

Al contrariopero, prendendo in considerazione uno scenati@g@npleto,
nel quale si muovaun insiemedi veicoli, € immediato immaginare come
metodi di triangolazione consentano di eliminare le possibili ambiguita. Per
fare un semplice esempio, consideriamo, in uno scenario bidimensionale, tre
robot A, B e C, alle rispettive quoéefiy ed . Se sonmote le posizioni di A
e C, entrambi possono provare a localizzare B e la soluzione esatta si trova
nellinsieme dato dallintersezione dei due set minimi ottenuti separatamente
da A e da C. Se invece supponiamo nota la sola posizione di A possiamo
applicare un sistema di mutua intercettazione tra i tre. Per fissare le idee si
immagini di trovare sempre due soluzioni accettabili per ogni tentativo di
localizzazione. L'intercettazione & da parte di A deve fornire le stesse
soluzioni possibili dell'interettazione di A da parte di C; siano quasteei
Analogamente tra A e B avremo le rispasteei ., tra B e C avremo e
1 . Poiché le misure devono essere coerenti € necessario che sia soddisfatto il
vincolo

i i i, "AAQ plt. (4.18)
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Teoricamenteé ancora possibile che non vi sia nessuna esclusione,
potrebbero ad esempio valere entrambe le seguenti relazioni:

Questacondizione pero, oltre che improbabile, fornisce comunque
informazioni aggiuntive: abbiamo ottenuto gruppi accettabili di soluzioni.
La verifica di una sola delle distanze, se non presente anche in altre terne
di soluzioni, come ciascun termine deffel9), consente di accettare tutto
il gruppo. Se fosspresentead esempio la situazione delle equazidni ),
la verifica della distanza confermerebbe anche la correttezza delle
distanza el
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Capitolo 5

Progettazione déboftware

Verrannoin questo capitolo illustrati i requisiti e le tecnologie usate per la
realizzazione del software. La finalita ultima di quest'ultimo e di testare
I'algoritmo di valutazione radialRT2confrontandolo con una simulazione dei
raggi acustici calcolata in maniera totalmente indipendente dall'algoritmo di
stima

5.1 Requisiti del Software

Il programmapud essere suddiviso in una parte di calcoli e in una parte
grafica. La parte di calcolo eve creare i dati necessami RT2 e dla
simulazione delle traiettorie. Oltre ci0 € necessaria una pheeonsenta il
calcolo dell errore di sti ma.

L'algoritmo di valutazione delle distanze utilizza come ifigstrato le
funzioni PTT e PTD, le quali dgono essere calcolateediantele equazioni
cinematiche dei raggi acusttiungo | 6 as s e. La @nhulazonepr of o
delle traiettorie deve essere invece calcolata integrando nel terfgggéadi
Snell Per entrambi i calcoli de essere possibiles$are unfattore diprea-
sione a piacimento i€ numero di raggi acustici da prendere in considerazione.
Ovviamente all'aumentare della precisione di integrazione e del numero di
raggi aumenta la mole di calcolo necessaria. Per questo motivo € importate
chela parte computazionale del software sia implementata ottimizaanido
piu possibile le prestazioriProprioper questo motivo € stato necessari- re
lizzare una strutturmultithreadper ogni parte di calcolo.

Per quanto riguarda I'errore di stimatato richiesto di calcolare I'errore
della distanza stimata ponendo il ricev@ varie distanza note. Come dia i
lustrato nelCapitolo 4, la stima delle distanze viene effettuata mediante |l
tempo di volo del raggio acustico. Rantoscegliendo il rage in cui posiz-
nare il ricevitore, la simulazione della traiettoria deve calcolare il tempo del
raggio che lo raggiunge per primo. Questo tempo verra usato per fare la stima
della distanza. Oltre alla stima mediante I'algorifR¥k® e stato deciso di far
una stima approssimando il raggio sonoro come se viaggiasse con mato rettil
neouniformecon una velocita pari alla velocita media tra quota di emissione e
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quota di ricezione. E stato richiesto che l'errore di stima fosse calcolato sia in
valore assolutehe in valore relativo.

|l software  stato dotato inoltre
primo luogo il compitadi raccogliere gli input necessari per le parti di calcolo
e in secondo luogo di rappresawtarisultati ottenutimediante dagrafici.

Il primo grafico richiesto e il grafic@empeDistanza Data una quota di
emissione, una di ricezione e un numero di raggi a piacere, per ogni raggio
devono essere calcolati tempi e distanze di ograversamento della quotia
ricezione e insdi nel grafico sotto forma di punti. Un altro grafico richiesto &
guello chevisualizzale traiettorie dei ragginfine l'ultimo grafico richiesto e
guello rappresdante l'errore di stimattenuto tramiteRT2 nonchémediante
approssimazioneettilinea dei raggi. Deve essere possibile visualizzare sia
I'errore assoluto che relativo.

5.2 Ambiente di sviluppo

Vista l'importanza delle prestazioni del software é stato scelto dpsvilu
parlo nel linguaggicC++. Il frameworkutilizzato e stataMlicrosoft Visual
Studia

Il linguaggioC++ non ha librerie standard per la realizzazionéhdkade in-
terfacce grafiche, ma si appoggia alle librerie di sistema. Seppure non fosse
presente nei requisiti, si € optato di mantenere il progetto multi piattaforma.
Cio e statgoossibile mediante I'utilizzo delle librer@@t. Queste offrono fa-
zionalita di realizzazione di interfacce grafiche e¢hdeadin maniera sempl

ce e mantenendo il software multi piattaforma.

Il tool Qtnon fornisce implementazione di grafici, per cutato necessario
includere nel progetto le librerl@wt Quest'ultime sono state sviluppate @pp
sitamente per avere a disposizione un metodo semplice di inserimens di gr
fici all'interno dei progettQt.

5.2.1Qt

Qt e una libreria multipiattaforma per sviluppo di applicazioni sia dat
te di interfaccia grafica che applicazioni da riga di comando. Esso e paepriet
rio di Nokiama originariamente sviluppato dall'azienda norvedes#tech
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Qt é sviluppato interamente in linguagdi>+ e fornisce le sue funzionalita
in piu linguaggi di programmazioni. Puo essere usato nello stsspJava,
Pythoned altri ancora.

Le principali funzionalita racchiuse in queste librerie sono:

Creazione di interfacce grafiche
Gestonethread

Gestonefile
InterrogazioniSQLdi database
ParsingKML

Supporto alla rete

= -4 a4 -4 -—a -2

Esso offre inoltre uframeworkper lo sviluppo di applicazior@t, nonché
untool di design grafico per la creazione di interfaGid.

Qt é un software gratuito open source ed e rilasciato sotto li€c@NkALGPL
(GNU Lesser General Public Licence).

5.2.2 Qwt

Qwte un'estensione p&t che fornisce una serie @idgetutilizzabili nd-
le interfacce GUI create mediante Qt. Questigetsono principalmente
componenti utili per applicazioni in ambiti tecnici. | principali sono:

1 Grafici x-y

1 Istogrammi

1 Diagrammi di Bode
1 Spettrogrammi
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Capitolo 6

Implementazione del software

In questo paragrafo verranno illustrate le parti computazionbfiafeva-
re in maniera algoritmicaQueste si basano sulla teodapropagazione dei
raggi acustici illustrata nei capitoli precedehf. teoria trattata illustra il pr
bl ema di | ocali zzazione medi ant e | 6
| 6i mpl enmee npraaztiioca del |l 6al goritma sar”’
zione di questevariabili. 1l tipo di campionamento effettuato influenzend o
viamente prestazioni e precisione dei risultati. Per questo nialiweema I-
sulta di estrema importanza per il plema della localizzazione e verra quindi
trattatanc h Giens sdoet t agl iaapit@o. | 6i nt erno del

I n primo luogo verr”™ analizzata | 6i
lizzazioneRT2 Comeevidenziaton precedenzaRT2e un algoritmo di loa-
lizzazioneRealTime Per migliorarne le prestazioni e stato optato di suediv
derlo in una parteffline e unaonline La prima esegue tutte le operazioni di
calcolo che dipendono esclusivamente dal contesto oceanografico nel quale
viene applicato. La pabnlineinvecepermette di effettuare stime di distanza
radiali vere e proprie. Questa sfrutta i calcoli eseguiti a priori dalla pHilite
nee li integra con una parte di conti che dipendono da ogni singola stima che
si voglia effettuare.

Ol t r e origmb di bealizzpzione e stathe cessari a | 61 mpl e
di un simulatore di raggi che permettesse di emulare un ambiente subacqueo al
fine di ef fett uRIT2 Questaeserie di tdst donodirallzzatoar i t m
calcolare | OeutodaRT€ di sti ma compi

6.1 C(2)

Il profilo della velocita del suono sott'acqua € memorizzato tramiteasna s
rie di punti equidistanti tra loro di una distarda(da ron confondere con la
quantitaQ ¢cche verra in seguitatilizzata inTab) . Il primo punto della e
quenza é riferito al valor@d nellaquotay mmet ri . | rnesg@ner al
campioneappresentd valored ottenutoponendar  Q p N &
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Per ottenere la quantitdd per una quota non presente nella serie, ma
compresa tra O metri e laupta massima vi ene effettuata un
a spezzate. Vengono cercate nella sequenza le duedquedepiu vicine alla
profonditaz desiderata. Una volta individuate, viene effettuata la seguente i
terpolazione al fine di ottenere il valaréz)

wa Gd Q& Ta& & Ddaza  Qa (6.1)
6.2 Tab

Tab e una struttura contenente i dati ricavati dalla paftine di RT2
Questgoermette la creazione deRI Te PTD illustrate nelCapitolo 4e stre-
tamente necessarie al fine della localizzazione.

6.2.1 Dati di input e campionamento delle variabili

Ogni PTTe PTDdipende dalla quota di emissione del raggipda quella
di ricezioned e dal coefficientéQdello stessoCome gia accennato & neee
sario effettuare una discretizzazione di alcune variabili del problemaadie v
riabili in questione sonappuntoi coefficienti' Qdi ogni ragyio definiti dalla
legge di Snelé le quote di profondité.

1 numer o di ragagi c h e é teodcampeata igfo n o u |
nito. Campionaré&equivale aprendere in esame un sottoinsieme di raggi,
dentificati da una serie di angoli di emissione stabiliti a priori. La motivazione
per la qualeé necessario il campionamento delle quote di profomiditdtera
evidente in sguito.

| dati necessafabsorolideguentiabor azi one di

7 & e laprofondita massima del fondale;

1 ‘Qadarappresenta lo step di campionamento per la variabiiesso m-
fluisce sulla dimensione della mole di dati damorizzare;

7 Qa ; anchdéesso  uno stQuagsto pgeid ¢ a mp
influisce esclusivamente sulla precisione dei calcoli e non sullandime
sione dei dati;

1 O &eé una struttura dati contenente le informazioni che riguardano il
profilo della velocita sonora subacquea;

1 6 & ,— :sono valori necessaal samplingdi 'Q
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L 6 al g o rsamplimgdei dzaloriQnecessitadd datié ¢ e— i
gual. sono forniti come in input al
di minimo e di massimo del profi@ & . Questo, viene quindi campionato con
passa G , a partire dal valoré & , fino a raggiungere il valor@ &

Per ogni valore dib cosi campionato, vengono calcolati una serie di valori
"Q Questi sono ricavati campionando linearmente l'angolo di emissione
nellintervallo Thw 1, con passe— . Per ogni angole—, viene calcolato il
relativocoefficiente’Qin base alla (3.1):

k#%0 [[0,Uc(z,)] ;i Gl [-
o(z,)

NS

=y
2 (6.2)

Infine, dopo che sono stati calcolati tutti i v&ivi & una fase in cui ias
lori troppo simili vengono scartati. Questo controllo tra due lesffiti viene
svolto calolandoi rispettivi angoli per ogni possibile valoced precede-
temente campionato

— &l dRiabd

i Gbidba
(6.3)

Affinché uno dei duéOnon venga scartato, deve esistere almeno un valore
wa per ciila differenza tra— e — superi il valore di soglia—

6.2.2 Implementazione

Come gia dettoRT2necessita dell@TTe PTD per ogni coppia di quote
di emissione e ricezione , & . Il loro calcoloonlinead ogni utilizzo dell'alg-
ritmo appesantirebbe troppoenipi di computazionein quanto peil calcolo
di questadovrebbero essere svolti i calcoli integrali di

3 {3 E3> FEM FM M . (6.4)

La computazionea priori per qualsiasi coppi& ,a possibile risulta
anchoéessa non r ealll maihliicib & chala rhalewie |
dati da memorizzare sarebbe troppo elevatguesbd scenariola dimensione
dei dati sarebbe proporzionalmente lineare al numekocdmpionati e ga-
dratica rispett@l numero di campioni di profonditapresi in considerazione
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Per qusto motivo e stata scelta una soluzione intermedia darichiedee un
ammontare di dati minore.

Come gia illustrato, per la creazione di UMET occorre il calcolo degli -
graliz 3> 3 . Questi sono pero scomponibili nella seguente forma:

€ Dyp(k) =| Dy(K.za)- Do(K,2,)|
Dy (K) = | Dy(K,2) - Dy(K,zg))|

1
i
:’ Dau(k) =‘Dz(k1za)' Dz(kizu)‘

(6.5)
dove la funzioneD, (k,z) e cosi definita:

Y G NoXe RoT N oY - S —
Ga p QO a

(6.6)

Il valore d[rappresenta una quota fissa di riferimento, cosidth&h
rappresenta l'intervallo di tempo impiegato dal raggio avente coeffidigreie
raggiungere la profondita partendo dal Per semplicit@lviene posto alla
guota 0 metri.

La soluzioneadottata consiste quindi nel calcolo a priori e nella memori
zazione di tutti i valori della funzion¥ " per ogni coppidQ & ammissily-
le. Proprio per questo motivo e stato necessario in primo luogo effettuare una
discretizzazione di queste variabPer cui nella strutturdab, per ogni valore
di Qcalcolato in precedenza, verranno memorizzati i valo¥ dh per o-
gni quotad compresa tra 0 metrie  campionata a pas$®aCon questo
metodo la quantita di dati da memorizzare rispitaporzionale linearmente
siaal numero di campioni della variabilechedi a.

| valori della funzion&/ "G vengono elaboratipprossimando i calcoli
integrali a delle sommatorie:

Voo B Q% ¢ ¢=10- D& b ——
(6.7)
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Per rendere piu preciso il calcolo di tali valori € possibile approssimare gli
integrali usando un valoi@ & inferiore al valoréQ & In generale dovra
valere il vincolo:

Qa Qa (6.8)

Per quanto riguarda la creazione d&lED il procedimento e analogo. Gli
integralim ;M M possono essere scomposti nel seguente modo:

T'érab(k) =|r,(kz)- 7,(kz)|
| oK) =7 ,(k2,) - 74k, 2y)]
P =|rkz)- rokaz)

(6.9)
dove la funzioné (i & cosi definita:

1 o~ Tl Y, ol o~ TR TQ(I;“
" Q% Q Qg

r

P Qb a
(6.10)

Come nel caso del calcolo dePd T, dlviene posto alla quota 0 metA-
nalogamente al caso precedente il calcolo integrale viene approssimato da una
sommatoria mediante lo stesso paQsm usato in precedenza:

o BOQWH M d=0- e b —.

(6.11)

Questa procedura presenta alcune varianti nel caso in cui si presentino
raggi vincolati all'interno di un canale acustico. Questa eventualita viere ver
ficata facendo una ricerca lungo il profilo di veloaii@ per ogni quota
campionata in precedenzAffinché un ragip avente parametrésia amms-
sibile nella quotax deve soddisfare la seguente condizione:

~

Q — (6.12)
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Se il raggio risulta essere ammiskilper ogni profonda g, le quoted e
G saranno rispettivamente pari a 0 metri e alla profondita massima dal fond
led . Incaso contraria verra sceltaome la quota minima dove il raggio
rispettale condizioni di ammissibilit® ¢ la relativaquota massima. In gu
sto caso i valorilelle funzioniy "Mt em i verranno calcolati per ogii
campionato contenuteell'intervallo fr f . Sara inoltre postaéf” ¢ .

Dalla conoscenza di tutti i valo¥ "Gt em "Gy & inoltre possibileri-
cavareil periodo temporaléY™Q eil periodo radialéy "Q di ogni raggio Es-
senddY 0 | 6i ntervallo temporale necessal
quotad partendo da , il periodo temporale € calcolabile come:

YQ Y [ (6.13)
Analogamente il periodo radiale é:

YQ ¢ [t (6.14
Una volta a disposizione tutti i valori & " em (i il calcolo di

0 "Y'YQeD "YO "Q viene svolto come giillustrato in precedenza néh-
pitolo 4:

it? =D, +2D i
PTTu=1 5 _ "o U
T [a,h — Hab a,u T
3 -
} t, = D,,+2D,,*+ 2Db'd3L/
s 1 — ~
fl\era.b - ab ,Il:l
2
11r°=r,,+t2r 1
PIT, (=1 3 _ . U
Tl =7 ap™ 4 au 7
=R -
{ ro=rapt 2r  *t2r b'd)L’

(6.15)

In definitiva si puo dire che, a seguito del calcoffline della struttura
Tab, la creazionenlinedelle PTT e PTD richiede un esiguo numero dirse
plici operazioni di somma, sottrazione e modulo.
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6.3RT2

Come gia detto questo algoritmo permetteeffiettuare stime di distanze
radiali sulla base di umlato tempo di vold. Questo | 6interyv
che intercorred al | 6 emi ssi one del fasci og-acust
gio. RT2 necessita della conoscenz&diT e PTD per un numero sufficiente
di coefficienti'Q Per questo motivafrutta la strutturd ab spiegata precede
temente.

6.3.1 Dati di input e campionamento delle variabili
| dati di i nput per IRT2sdnawiseguemin a ment o

1 Tal permette di conoscere R Te PTD desiderate sfruttando i calcoli
eseguitioffline;

! o :tempo divita massimo di ogni raggio;

1 1 :distanza radiale massima percorsa da ogni raggio;

Per quanto riguarda il campionamento delle variabrhane lo stessofe
fettuato per la parteffline Tah.

6.3.2 Implementazione

Le PTTe PTD contengono i valori dei temii, Iz, Iy, fz ) e delle dista-
ze (m v v bw) di attraversamento della qudidei raggi emessi a quoth
compiuti nel primo periodo di ogni raggi@€ontengono inoltre i periodi e
porali e i periodi radiali. Questialori vengono utilizzati pecalcolare tempi e
distanze di attraversaento per qualsiasi generico periddo

T Tt Q £¢3IYQN Q pBh
TR Q £0YQN Q pBh
(6.16)

Perciascunraggio, vengono calcolati tempi e distanze tthaaersamento
per ogni period finchénon venga superata una condizione di tempo massimo
o di distanzanassimaQuesta serie di puntitmpaodistanzadentificano varie
curve. Queste sarebbero curve continue se il numéetkampionati fossent
finito. Ognuna di esse identifica una famiglia di raggi che raggiungog-
ta di riceziondJ . Sorge quindi il problema di come suddividere la serie di
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punti in modo tale da formare le suddette curve. In primo luogo e sufficiente,

per identificare le faniglie, suddividere puntia seconda d&umero di pe-

di compiuti¢ e a | | Baicunsorio ciferitiz & em e . In caso non si

abbiano canali acustiad dimostrato per via teorica cheeriodi4 Q e2 Q

sono cr escent iparanettd@ Reucaoi @anche avaled, e kb

m B¢ seguiranno lo stesso andamerid. | 6 e st er nquindjd@d- c an a
nando la serie di puntempodistanzain base ai relativiQ essi risulteranno

ordinati per valori temporali e radialQuesta ipasi non risulta piu valida

guando si abbia a che fare con raggi vincolati da canali acustinbstante

| 6andament o di periodi tempoopade- e r a
rificato che essi sonmomunque tra di loro concordi.

Nel caso visian@ a n al i acustici,  necdessar.
divisione alloéinterno di 0 g EhQAVera mi g | i
do calcolato tutte le coppiempedistanzaper ogni valoréQa | | 6i nt er no

famiglia, la suddivisione nelle duetsofamiglie avviene verificando qual e |l

"Qlimite per cui & rispettata la condizione di crescita di tempo e distArsea.

guito di questa suddivisione occorre, per entrambe le sottofamiglie, effettuare

un ordinamentalella serie di punti in base allasthnza di ognuno di essir-O

dinando in base ai tempi il risultato sarebbe identico poiché, come gia detto,

gli andamenti di tempi e distanze in funzione del val@risultano concordi

tra |l oro sia alloéinterno del canale ¢

Avendo compito questa suddivisione tra famiglie di lsdoni,
| 6i denti ficazi one de pdren daooterptebmoloi di s
semplice. E sufficiente identificagger ogni curva, il valore di distanza derr
spondente al tempo di volo desiderato. Pex a0 occorre in ogni curvaar
vare i due punt{o ii ), (© A ) i cui tempid e siano il pitl vicino possibile
a valoret. Inoltre questi devono rispettare il vincdld® o6 . Se per una
famiglia di soluzioni non é possibile trovareualpunti che soddisfino il mt
colo si puo dire che essa hon ammestiduzioni per il tempd. In caso cong-
rio, il valore di distanzatimatoviene calcolato come:

(6.17)
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Per permettere una corretta interpolazione nel caso in cui il punto destro al
valoret si trovasse a ridosso dei valori limide oi , per ogni famiglia
deve essere calcolato il primo raggio che superi uno di tali vincoli.

Va ora affrontatoliproblema di come selezionale soluzionetra tutte le
distanzecandidate. Per ogni possibile soluzianeén maniera del tutto analoga
alla procedura appena illustrata, viene cercato il corrispettivo tempo di volo in
ogni curva di soluzioni. Tra tutitivalori temporali cosi trovati viene selezen
to quello piu piccolo. Se questo risulta essere minore del témasoluzione
1 in analisi deve essere scartata. La motivazione di cio & data dal fattoiche se
fosse la vera distanza tra emettitorecevitore,il raggio con tempo di vold
non sarebbe stato il primo ad essere ricevuto. Nel caso in cui questa procedura
scarti tutte le soluzioni candidatg € scelto di selezionare come valida quella
a distanza maggiore. E stata fatta questa scpti&ché in questi casi & prab
bile cheesista una curva di soluzioni a distanza maggiore, la guesentpe-
rodel Il e discontinuit”™ pcecgioperviadelenl-| 6i nt
pionamento svolto sui valol® Questo fenomeno sara eviden& Capitolo 9
nel quale verranno mostrati i risultati ottenuti. Per cui, tra tutte le distanze
candidate, la distanzamaggiore € quella che piu si avvicina alla soluzione
vera.

6.4 Ray Simulator

Questgoarte del software finalizzataalla simulazione dlle traiettorie \e-
re e proprie dei raggacustici Questaviene eseguita mediante integrazione
dellalegge diSnell chericordiamoessere:

Cosq, ¢ i.P.P
cosg = kc(z , k#——21 [0,Vc . og il [-55
sq =ke(2) @) [ (z,)] ) [2 2]
(6.18
L6integrazione viene svolta n-el temg

stanze radiali per ogni generico istante di temipo

@6 o4t OEfj Uz A7 «
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i wat Al &at Az
(6.19
dove la funzione—0 é ricavata mediante inversione dd#igge diSnell
—a AOAKDL® (6.20

La simulazione delle traiettorie effettuata trani@y Simulatogenera una sttu
tura dati in grado di memorizzale, la quale viene denomiRajaSimulation

6.4.1 Dati di input e campionamento delle variabili

| dati necessari per credRay Simulabn sono i seguenti:

a : e la quota di emissione del fascio di raggi

& : e la quota di ricezione

0 :tempo di vita massimo di ogni raggio

1 :distanza orizzontale massima nella quale simulare i raggi

‘Q ostep di integrazione della legge diedirper il calcolo della traiedt
ria

7 0 ¢ 0'Yaea@iero totale di raggi di cui calcolare la traiettoria

= 4 -4 -8 -8

Come nel caso del calcolo di distanze paramliab, occorre trasformare
il problema da continuo a discreto. duesto caso € necessario campionare la
variabile tempo @na serie di angoli di emissione degli impulsi acustici

Il tempo viene discretizzai® passo fissmediante un parametro definito a

priori e chiamatdQ o0 Gli angolivengono i nvece campi ona

wrwn.C da notare per, che alléiinterno
care la possibilita che ci sia un sottointervallo di angotrispondenti a raggi
chenon raggiungano mai la quota di ricezianeCio si verifica quando, in
presenza di canal i acustici ,ilragio r an g e
puod viaggiare, non comprenda Questa evenienza e facilmenerificabile
analizzando il profilo di velocitédd . Ma s si mi zzand6.18),§iequaz
ricava il valoreQmassimo per cui un raggio possa raggiungere
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(6.21)

Per cui considerando il fascio di raggi emessiideerso il basso, si puo

ricavare | 6angolazione mini max:necessa
T I(I)Ié
— Wl Wet—
wa
(6.22)
Perquanto riguarda i ragagi emessi ver
raggiungerex € pari al valore — . La variabile—va quindi campionata nei
dueintervalli w® — ], — o

6.4.2 Implementazione

Avendo effettuato la discretizzazione delle variabili angolari e temporali
puo essere ora affrontato il problema del calcolo dellettivaie. Questo co-
siste nel calcolo di una sequenza di punti, che a partire dalle coordireate di
missione del raggio, superi un tempo di vita massimo del raggio, o un range
limite massimo.

Per ogni generico puntd x della traiettorie, occorre calcolare la \aari
zionidirange ediprofondtd ur ant e | 6 i n'Q@defnit lispéo d i t
tivamenteQ ¢ge'Q i. Queste permettoribcalcolodd punto i h

o a+Qa
i i +Qi
(6.23)

Nella struttura dati relativa alle traiettorie si € deciso di inserire per ogni
punto, oltre alle coordinaie ea, il corrispondente valore temporale definito
comeo . Esso é calcolabile come:

6o o Qb (6.24)
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Bi sogna tenere conto per, dellssbeveni
sione del raggio. Cio avviene quhmla traiettoria raggiunge le quote limite
o0& . In questo caso puo capitare che la quota, calcolata come gia detto in
base alla variazione durante il periodo tempofafe si a esterna al
a it . In guesta evenienza occorre calcolare le variaZome'Q i per un in-
tervallo temporaléQ6 Q0 Per i casi in cui non avvengo riflessioni
nel |l 6i nt er Q@véria postdio '@ cQmpdidl tempod & gere-
ralmente calcolake come:

o) 6O Qoh Qo6 QO (6.25)

Pertantaogni punto inseritmella struttura dati contenenieatraiettoria sa-
ra identificato dalla tripla di coordinateangeprofonditdtempo i o I
punto d partenza dogni traiettoria originata dalla quota di emissienesara

o fre .

Verra ora affrontato il problema del calcolo delle variazi@niQ ¢e’Q o
Assumendo che il raggio acustico si propaghi con moto rettilineo uniforme a
velocitadd dur ante | 6i n tQe tewaidzibnodi rargerepgqaotaa | e
sono calcolabili come:

Q1 wa AT-6M0N0
Q4 Oa DEFMO
(6.26)

Come si pud notare occorre ora conoscere, oltrealv@lare | 6i ne4 i nazi
del raggio relativa al quotad :

— O o¥aa (6.27)

Avendo questi dati a disposizione vengono calcolate gididi'Q dponendo

in primo luogoQ o '‘Qo0Sela quotad calcolata in questa manierientra
nel | 6i rxthe monaidultarmo esserci problemi legati alla riflessione e il
puntoi hx Fd  viene inserito nella traiettoria. In caso contrarioed n
cessario calcolare il valoi® oper il quale il relativax  raggiunga la quota
limite @& oda . Verra ora denotatcol simboloQiHa variazioneche ha portato

la traiettoria al di fudrdi una quota limiteNel casain cui vengasuper#o ¢ |,

il calcolo da svolgere ¢ il seguente:
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Qo ¢« Qo
Qo
(6.28)
Nel caso la quota violata sia, il calcolo € il seguente:
Q0 ¢_d Q0
Qo
(6.29)
|l noltre nel caso avVvyVenouenapuaalcolatd | e s s i
usando lag.27), ma semplicemente come:
- . (6.30)
Léangol ddangol o di emissioneatdi¢l r agg

toria generata dalla quota di emissigne

6.5 Ray Solver

Questa porzione di software ha la finalita di calcolare i tempi di volo i
piegati dal primo raggio del fascio acustico emessore quotay perrag-
giungere una serie di range stiba priori lungo la quota di ricezione . A
guesto fine vengono sfruttate le traiettorie create traRagSimuldor. Indl-
tre € presentan meccanismdi filling che consente di migliorare la preoisi
ne delle soluzioni. Si tratta di un meccanismeoativo che, avendo a dispos
zione le traiettoriecreate in precedenza, cerca di crearne altre in maniera tale
che siano sempre piu vicine alla soluzione desiderata.

6.5.1 Dati di input
| dati necessari per eseguiradlvingdi una serie di soluziorsiono i seguenti:
1 YO®YQ4& 6:aaohilde le traiettorie calcolate in partenza

Qi distanza alla quale pzionare una soluzione rispetioquella pe-
cedente
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1 Qi i :erroremassimatra il range della soluzione vera e quello dellaisol
zione desideratantro il qualel meccanismo dfilling cerca di aumentare la
precisione

T Q06 Qi &a ‘(urbef® massimo di iterazioni del meccanismfillghg

Oltre a auesti dati, occorre conoscerevalor i ed . Quest vengono gia
definiti in fase dicreazione dRay Simulationper cui saranno i medesim-a
che peRay Solver

| range per i quali si vogliono calcolare i relattempi di volo sono distanziati

| 6uno dealaduéantatdt sino a raggiungerie . Per il range 0 metri

non ha senso eseguire la proceduraadiving poiché equivarrebbe a poszi

nare emettitore e ricevitore nello stesso punto esatto e cid non sarebbie realist
co.

6.5.2 Implementazione

La procedura con la quale viene identificatoadigio che per primo ¢a
giunge |l a soluzione desiderat &T2 anal
Le principali differenze sono dovute dal fatto che in questo caso si desidera o
tenere il tempo di volo necessario per raggiungere un determinatoiradnge
noltre perRay Solvercome gia detto,gossibile utilizzare una procedura di
filling per migliorare la precisione della soluzione.

Dalle traiettorie elaborate d@ay Solvervengono ricavati i tempi e le distanze
degli attraversamenti della qudtada parte di tutti i raggi simulatAnaloga-

mente a quanto avviene Rl 2 questi incrocvengono suddivisi in famiglie in

base al numero di periodi e al tipoattraversamentdnoltre anche in questo

caso avviene la spartizione di ognuna di esse irsdtiefamiglie Cio ésan-

pre dovuto alla presenza di canali acustieer ogni incrocio, oltre ai valori
tempo e distanza, Vi ene meidaificatizoz at o
del raggio.

Nella procedura dsolvingper ogni distanza desiderata, vegono cercati
in ogni famiglia i due incrocid(A h—), (0 i h—) pil vicini possibile ad essa
che rispettino il vincolo ¥ i R . Il tempo di volo per raggiungere il range
viene calcolato mediante interpolazione:
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(6.31)

Il tempo mirore tra tutti quelli ricavati tramite questa procedura viene scelto
come soluzione.

Per quanto riguarda la procedurafiling, ad ogni iterazione, vengono
cercati i due raggi che circondano il range desidera¢tativi al tempo di -
luzione ottimale. Cio avviene in maniera ideata quanto detto persblving
Se vengono rispettate entrambe le condizionii Qi i ei i
‘Q1 1 non verranno eseguite ulteriori operazioni. In caso contragopga a
cal col ar-eael taggm ohg mterseca nel ranga . Anche questoa
viene mediante interpolazione:

(6.32)

Per ogni angolo di riempimento cosi calcolagora simulato il relativo raggio
tramite Ray Simudtor. Questa procedura terminera a seguito del raggiung
mento del numero di iterazioni massimBuccessivamente sagvviata
unodoul ti ma golvirgaldind dirtravaralle soluzioni con precisione
migliore.

6.6 Valutazione dell'errore di stima

Questo al goritmo per mett e di calco
dal | 06 a RRagpatta alteosimulazione delle traiettorie. Inoltre permette
di confrontarlo con | 6errore commesso
raggi.

Per fare cio viene sdal una serie di range base ai qualposizionare il
ricevitore. Per ognuna di queste distanze viene calcolato il relativo tempo di
volo impiegato dal primo raggio che la raggienQuestaempoé fornito dal
simulatore e usato come input per effettuarstima mediant®T2e apprs-
simazione rettilinea. Una volta effettuate le valutazioni delle distanze, esse
vengono confrontate con il val ore rea
stima.
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Léal goritmo di sti ma med.irerffettuatea ppr o
medi ante | 6util i zadocalchlatd tray &l eafodr ). medi o
Moltiplicando djper il tempat ottenuto tramite la simulazione viene ottenuto il
modulo dello spostamento effettuato dal raggio. Questo &€ compostoada un
parte dovuta dal mot o orizzontarnhe del
ticale. Essendo note le quote di emissione e ricezior& , € immediato il
calcolo della distanza radiale percorsa. Questa e ottenuta nel seguente modo:

i 'YQoodam a a

(6.33)
Per ogni stima ottenuta mediante RT2 e approssimazione rettilinea, viene fatto
un calcolo dell derrore paragonando qu
innanzitutto calcolato | 6errore assol
Qi1 60i "YOQE DOYEQHa Q (6.34)
Oltre a questo viene calcolato | 6erro
QLT Y@ I FAOYQHhaQ (6.35)
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Capitolo 7

Graphic User Interface

L' interfacciagrafica creata € suddivisa varie schede. Alcune di queste
hanno lo scopdli raccogliere dati di input dall'utente, mentre le altre servono
a mostrare i grafici richiesti nei requisiti del software. L' interfaccia permette
inoltre di selezionare e/o caare una tabellareata tramiteTab Creator e
salvare e/o caricare una simulazi@h@borata d&kay Simulator

Le schede che permettono di raccogliere i dati di input sono le seguenti:
Table si possono selezionare gli input e creare la tabella.
Plot: consente la creazione di quattro tipi di grafiitberenti:

TDPIlot crea un grafic TempeDistanza
dt/dk Plot crea un grafico avente i valdfisulle ascisse e le derivate
del tenpo rispetto aQsull'asse delle ordinate.

1 Range Trajectorycrea un gafico delle traiettoriecon le distanze
sull'asse delle ascisse e le profondita sull'asse delle ordinate.

1 Time Trajectory crea un graficalelle traiettoriecon i tempi sull'asse
delle ascisse e le profondita sull'asse delle ordinate.

Distance EvaluatatConsent e | 6i nseri mento dei da
una simulazione tramitRay Simulatar A seguito di cido e possibile elaborare
un grafico dell derr or Ray&adalveesdiRTaZna medi a

7.1 Plot TempeaDistanza

In questo graficovengono riportati dei punti corrispondentPaTe PTD
per ogni raggio contenuto nella struttufab. Queste vengono calcolate per
una coppia di quoté , & fissate a priori. Inoltre occorre stabilire un tempo
massimo e una distanza massima. Quegtrivaccorrono a rendere periodici i
raggi entro un limite massimo di tempo e distanza.

Le coordinate di ascisse e ordinate del grafico sono rispettivamente tempo
e distanza impiegate dal raggio in questione per raggiungere la¢quma
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tendo dax . Perciascunperiodo di ogni raggio, nel grafico vengono riportati
guattro punti aventi le seguenti coordinate:

6O T £¢3IYQh Q pBh

i tQ ¢2¥yQh Q pBh
(7.1)

dove il valore n rappresenta il numeantero di periodi del raggio.

In questo grafico & possibile visualizzare, per ogni punto, il viDiden-
tificativo del raggio corrispondente, il numero di periodi percorsi o infitie il
po di inter se.Peoneicaoaml i @ asowienedefi e st 6 u
nita una variabilg che puo assumere i seguenti valori

1 1t p:il raggio raggiunge la quota in maniera diretta senzmmpke-
re riflessioni nésu@ nésud .

1 1t «¢:ilraggio, dopo aver attraversatoin maniera direttasi riflette
alla quotad per poi raggiungere nuovamente la quta

! 1t o: il raggio compie una riflessione su per poi raggiungere la
guotad

1 1T 1:il raggio si rifletteprima sud , in seguito s@ , per poirag-
giungeela quotaq .

Nel grafico e inoltre possibile selezionare quali tipcdive visualizzare
in base al valoré o al numero di periodi.
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Figura 71: Plot TempoDistanzak

Figura 72: Plot TempeDistanzaPeriodi

Figura 73 Plot TempeDistanzat
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